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A Matematica estd presente na vida cotidiana de
todo cidaddo, por vezes de formaexplicita e por ve-
zes de forma sutil. No momento em que abrimos os
olhos pelamanha e olhamos a hora no despertador,
estamos "lendo" nalinguagem matemética, exerci-
tando nossa abstracdo e utilizando conhecimentos
mateméticos que a humanidade levou séculos para
construir. E quaseimpossivel abrir umapéginadejor-
nal, cuja compreensdo ndo requeiraum certo conhe-

cimento matemético e um dominio minimo dalingua
gem que lhe é prépria - porcentagens, gréficos ou

tabelas s necessarios na descricdo e na andise de
vaérios assuntos. Na sociedade atual, aMatemética é
cada vez mais solicitada para descrever, moddar e
resolver problemas nas diversas &eas da atividade
humana. Um médico que interpreta um
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eletrocardiograma esta utilizando um modelo mate-
mético; ao dar um diagnostico, estautilizando oracio-
cinio matemético e empregando conhecimentos de
estatistica. Um pedreiro utilizaum método prético para
construir &ngulos retos que ja era empregado pelos
egipcios na época dos farads. Uma costureira, ao
cortar umapega, criar um modelo, pratica suavisio
espacia e resolve problemas de geometria

Apesar de permear praticamente todas as areas
do conhecimento, nem sempre é f&cil (e, por vezes,
parece impossivel) mostrar ao estudante aplicacdes
interessantes e redistas dos temas a serem tratados
ou motivalos com problemas contextudizados. O
professor, quase sempre, Ndo encontragudaou apoio
pararedizar essatarefa de motivar e instigar o au-
no, relacionando a Matemética com outras éreas de
estudo eidentificando, no nosso cotidiano, apresen-
¢a de contelidos que sdo desenvolvidos em salade
aula. Paraisso, €importante compartilhar experién-
cias que ja foram testadas na prética e é essencid
gue o professor tenha contacto com textos de leitu-
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ra acessivel, que ampliem seus horizon-
tes e aprofundem seus conhecimentos.

Inserir o conte(ido em contexto mais
amplo, provocando acuriosidadedo alu-
no, gudaacriar abase paraum aprendi-
zado solido que so sera acangado atra-
vés dareal compreensdo dos processos
envolvidos naconstrucdo do conhecimen-
to. Nao se trata, é claro, de repetir um
caminho que a humanidade levou sécu-
los parapercorrer. No entanto, é preciso
incentivar o aluno aformular novos pro-
blemas, a tentar resolver questdes "do
Seu jeito”. O espaco paratentativae erro
€ importante para desenvolver familiari-
dade com o raciocinio matemético e o
uso adequado dalinguagem. Da mesma
forma que € possivel ler um texto paa
vra apos palavra, sem compreender seu
contetido, étambém possivel aprender al-
gumas"regrinhas" e utilizar aMatemati-
ca de forma automética.

Com o objetivo de gudar o professor
Nos Varios campos apontados, reunimos
uma coletanea de artigos extraidos da
Revista do Professor de Matemética
(RPM) - uma publicaco da Sociedade
Brasileira de Matemética (SBM), com
apoio da Universidade de So Paulo.

O material aqui apresentado suge-
re abordagem contextualizadas e o uso
de material concreto e apresenta uma
variedade de situagdes cotidianas em
que a matemética se faz presente. Ao
mesmo tempo, explora, em cada caso,
o contelido de forma rigorosa e siste-
mética, levantaproblemas e indica so-
lugBes e, nesse processo, expde os me-
andros do raciocinio matematico.

Os textos escol hidos estéo distribu-
{dos em dois volumes e abordam con-
tetdos curriculares da 5% a 82 série do
ensino fundamental.
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No primeiro volume incluimos arti-
gos que tratam de Historia, Geografia,
Astronomia, situagdes do cotidiano, cul-
turageral, crénicas e problemas. Enfim,
muito do que possa fornecer situacfes
com modelagem matemética, ligando a
Matemética a0 desenvolvimento do co-
nhecimento humano de diversas éress,
foi aqui reunido. Os artigos possibilitam
gue o professor amplie suavisdo einsira
o0s conteldos mateméticos num contex-
to amplo einterdisciplinar, de modo que
possam ser utilizados para desenvolver
atividades interessantesjunto aos estu-
dantes, explorando novas perspectivas
e permitindo um outro enfoque.

No segundo volume sdo sugeridas
atividades em sala de aula, utilizando
materiais de fécil acesso (canudos, car-
tolina, jornal, barbante, etc.) ou explo-
rando situacOes do cotidiano em que a
mateméatica esta presente. A atividade
[Gdica esta sempre ligada a conteu-
dos matematicos, que sdo explorados
e aprofundados.

O professor e educador George
Polya(1887-1985), autor dolivro Aarte
de resolver problemas , afirmava, mui-
to adequadamente, que para ensinar é
preciso saber muito mais do que se ensi-
na, é preciso conhecer sua matéria, ter
interesse e entusiasmo por ea. Com es-
tes dois volumes esperamos comparti-
Ihar com nossos colegas professores ex-
periéncias bem sucedidas em sala de
aulae, sobretudo, um pouco dabelezae
da riqueza da Matemédtica.

E com grande entusiasmo que a Se-
cretaria de Educacdo Basica e a Secre-
téaria de Educacao Profissional e
Tecnol égicarealizam este projeto, agra
decendo a participagdo da comunidade
matemética, por meio da Sociedade Bra-
sileira de Matemética (SBM).






Introducao

Uma das grandes dificuldades no ensino da Matemética é alinguagem que pre-
cisaser utilizada. Muitas vezes percebemos que os a unoscompreendem aidéia’
mas ndo s capazes de manipular a linguagem. Outras vezes, 0 que € pior,
manipulam a linguagem de forma automatica sem apreender seu significado.

Na coletanea de textos aqui apresentada descrevem-se atividades |Udicas
e instigantes a serem desenvolvidas em sala de aula, juntamente com suges-
t6es de que contelidos podem ser motivados, melhor entendidos, ou desco-
bertos pelos alunos no decorrer das atividades. Procura-se trabalhar com
objetos, jogos, materiais concretos, ou situagcdes do cotidiano do aluno, mos-
trando que a Matematica esta presente na compreensao e solucéo de proble-
mas do dia-a-dia

O objetivo é fazer com que o aluno, diante de um problema concreto,
"traduza" a situagdo para a linguagem matemética e resolva o problema.
Percorrendo esse caminho, ficam mais claros a motivacdo dos conteidos e 0
papel da linguagem para expressar conceitos e guiar o pensamento ldgico.

Veamos alguns exemplos:

Atividades como Fechando o domin6 e Ojogo de dominds levam a
perguntas sobre fatos conhecidos do jogo de dominds, cujas respostas envol-
vem o estudo de paridade numérica, contagem e operactes aritméticas.

O adivinho indiscreto descreve uma magica intrigante, que estimula a
curiosidade dos alunos e, despertado o interesse em entender como a mégi-
ca é possivel, permite o estudo de representacdo na base dois, de maneira
interessante e agradavel. O professor pode, inclusive, modificar a magica
de modo a motivar o estudo de representacdo na base decimal ou em ou-
tras bases.

A Geometria, operagdes aritméticas e o calculo de raizes aparecem jun-
tos em atividades como Origamis (dobraduras) e Nomogramas de papel.

A utilizagdo de situagBes da realidade esta em atividades como Vocé sabe
ler seu relogio de luz? ou Como éfeita sua conta de luz e agua? ou
Porque o parafuso é sextavado? entre outras.

A fatoragdo de um trindmio do segundo grau pode ser "visualizada' com o
material concreto e o quebra-cabegas da atividade Fatorando fisicamente.



No atividade ... probleminhas hé& problemas interessantes e ingtigantes,
gue permitem ao professor goresentar aos a unos desafios que motivam o estu-
do de diversos conceitos mateméti cos.

E importante que o professor tenha consciéncia de que o aprendizado da
Mateméticano ensino fundamenta N pode ser dcangado gpenas com ati-
vidades | Gdicas e agradavel's, mas acreditamos que permear as aulas usuais
com aulas diferentes e motivadoras pode ser um diferencial no despertar
dos alunos para a beleza da Matemética e para a sua utilizagdo prética,
cadavez mais indispensavel no nosso mundo atudl.
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Ve

A Matematica

Esta é uma divertida histéria
de um advogado que com-
pra um sitio e tem proble-
mas com o fornecimento de
agua. A negociacdo da agua
de uma nascente na propri-
edade de seu vizinho caipi-
ra envolve um interessante
didlogo sobre como a area
de um circulo varia com seu

raio: uma maneira interes-
sante e atraente de estudar
areas, além de informar so-
bre o atrito da dgua nas pa-
redes de um cano.

e 0 caipira

Luiz Marcio Imenes

José Jakubovic

Esta historia tem dois personagens: o caipira e
0 advogado e ela me foi contada por um amigo
do advogado. Passou-se ha sete ou oito anos nas
proximidades de S&o Paulo.

Va laum dia em que nosso amigo advogado
resolve comprar um sitio, de poucos alqueires, com
a intencdo de construir uma casa e nela passar
seus fins de semana. Como ndo h& nascente no
sitio, resolve mandar cavar um pogo, quando fica
sabendo que seu vizinho, um caipiraque ali mora
hamuito tempo, tem em sua propriedade umanas-
cente com &gua boa e farta. Procura o vizinho e
faz a proposta:

— Eu instalo um cano de uma polegada de
didmetro na sua nascente, conduzo a agua para o
meu sitio e Ihe pago x reais por més.

A proposta € aceita na hora.

Passa-se 0 tempo e o advogado resolve im-
plantar no sitio uma criacdo raciona de porcos e,
paraisso, va precisar de mais dgua. Volta a pro-
curar o caipira e lhe propde trocar o cano de uma
polegada por um outro de duas polegadas de di&
metro e pagar 2x reais por més a ele.

O caipira escuta a proposta, ndo da respos-
ta imediata, pensa, e passados alguns minutos
responde que ndo aceita a proposta.

— Mas, como? - pergunta o advogado. Tem
agua sobrando, por que ndo me vende mais e as-
sim também ganha mais?

11



— E que num ta certo, retruca o caipira, e explica com um gesto.

A &gua que vocé me paga e VOsmecé que me paga o

passa por agui: dobro.

Acontece que 0 cano que océ vai ponha é assim:

Pois €, quem me paga a dgua que passa por aqui?




E a que passa por aqui?

Com a nossa linguagem a questéo fica assm: um circulo de didmetro 1
cabe 2 vezes num circulo de didmetro 2 e ainda fica sobrando espaco:

Ou ainda: se o didmetro de um circulo dobra, sua &ea ndo dobra. Ela
"mais que dobra'.

O que o caipirando tinha condigdes de perceber eraque 0 pagamento correto
seriadx (quando duas figuras o semdhantes arazéo entre uas &ess €igud a0
quadrado da rezéo entre saus comprimentos correspondentes). Mas para per-
ceber que 2x € pouco, bagtavisudizar um cano dentro do ouitro.

13



Novamente a Matematica e o caipira.
Agora com o professor e o engenheiro

No texto anterior contamos a historinha do advogado e do caipira, em
gue este dltimo, usando intuicdo e bom senso, ndo aceita 0 novo paga-
mento proposto pelo advogado, em conseqiiéncia da substituicdo de um
cano de 1 polegada por outro de 2 polegadas de diédmetro.

Na ocasido, afirmamos que seria correto 0 advogado pagar 4 vezes mais
a0 caipira, porque receberia uma quantidade de agua 4 vezes maior.

Apbs ler o referido artigo, o professor Lindolpho de Carvalho Dias cha
mou nossa atencdo para o0 seguinte: a &rea da se¢do de um tubo com 2 pole-
gadas de didmetro &, de fato, igual a4 vezes a area da se¢do de um tubo com
1 polegada de didmetro. Mas o volume de &gua escoado pelo tubo n&o de-
pende apenas da &rea; deve-se considerar também o atrito da agua nas pare-
des do cano. Esse atrito depende da area lateral do cano. Considerando fixo
0 comprimento do cano, o atrito sera funcdo apenas do perimetro da secéo
transversal, que € um circulo.

No caso do cano de 1 polegada de didmetro, o perimetro da secdo € igual
a T X | = 1c polegadas e no caso do cano de 2 polegadas o perimetro é
T X 2 =21t polegadas. Em quatro tubos de 1 polegada a soma dos perimetros
€ 4m polegadas. Portanto em um cano de 2 polegadas o atrito € menor do que
em quatro canos de 1 polegada.

O advogado pagax reais pela agua que passa pelo cano de 1 polegada. Se
colocasse 4 canos de 1 polegada pagaria 4x. Colocando um s6 cano de 2
polegadas devera pagar mais que 4x pois, como vimos, o atrito neste caso é
menor do que em quatro tubos de 1 polegada. Para determinar o valor corre-
to, 0 assunto exige conhecimentos de especialistas. Foi assim que procura-
mos o professor Dr. Carlito Pimenta, da Escola Politécnica da USP, que é
engenheiro hidréulico. Ele nos resolveu o problema, mas a resolugdo € de
dificil compreensdo para nés que ndo somos especialistas da érea, quanto
mais para o caipira e o advogado. Vae a pena contar que muita Matemética
elementar entrou em cena: fungBes (de mais de uma variével), gréficos,
logaritmos, um pouco de Geometria, poténcias (de expoente cinco), raizes
guadradas etc.

Chega-se, por fim, a conclusdo de que a vazdo em um cano de 2 polega-
das é, aproximadamente, 6,4 vezes maior que em um cano de 1 polegada
(como é grande ainfluéncia do atrito neste processo!).

Nem o advogado, nem o caipira (e nem nés, autores deste artigo) imaginava
mos que o cdculo correto do valor a ser pago necessitasse de tanta Matematical
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A Geometria das
chapas perfuradas

Luiz Méarcio Imenes

. A porcentagem de area perfurada
Esta atividade, proposta pelo

prof. Luiz Mércio Imenes, Ao escrever este artigo tenho em méos o ca-
utiiza material existente no talogo de uma industria que produz chapas meta-

cotidiano do aluno, chapas . L, . . .
perfuradas (cercas, portdes, licas perfuradas de vérios tipos. Vega os desenhos

forros, divisérias etc.) para de alguns pedagos dessas chapas:

o &5

estudar varios topicos de ge-
ometria como areas e me-
didas. Além disso, trabalha
proporgdo para decidir qual
é a porcentagem de area
perfurada nas chapas de di-
ferentes formatos.

Essas chapas tém usos variados em diversos
tipos de industrias. Por exemplo, sdo empregadas
na fabricacéo de filtros. Vocéja deve ter visto um
filtro de ar do motor de um automével ou cami-

> nh&o. Alguns deles sdo deste tipo:




Eles tém formato cilindrico, e sua superficie lateral é feitacom uma chapa
metdlica cheia de furinhos, por onde passa o ar a ser filtrado.

Estas chapas também sdo usadas como peneiras nas indlstrias que pro-
duzem minérios, carvao, papel, cimento, etc.

Dependendo do material a ser peneirado, os técnicos que trabalham com
isto optam por um ou outro tipo de furo. Decidem ainda qual o tamanho do
furo e o espagamento entre eles. Observando os desenhos das chapas, vocé
percebe que, em alguns casos, a parte furada da chapa é maior que em
outros. A relacdo entre a area da superficie furada e a area da superficie
total da chapa, expressa em porcentagem, é chamada, por aqueles técnicos,
de porcentagem de area perfurada. Vegamos um exemplo. Na chapa se-
guinte os furos quadrados tém lado 4mm e o0 espagamento entre um quadrado
e outro é de 2mm.

Para calcular a porcentagem de érea perfurada desta chapa, vamos con-
centrar a nossa atencdo num pedaco dela, como por exemplo, o quadrado
ABCD, cujo lado mede 18 mm (confira). Sua &rea é 324 mmZ

No interior do quadrado ABCD temos 9 furos quadrados, logo a é&rea da
superficie furada & 9 X 4% mm? = 144 mm?,

Portanto a porcentagem de érea perfurada desta chapa &
L 44

44 = —— = 44%
324 100

“
1]
It4
=1

Este resultado significaque, de cada 100 cm? de chapa, temos 44 cm? de furos.
Esta porcentagem p de area perfurada € um indicador de quéo furada a chapa é.

16



Pedacos representativos da chapa

Para calcular p elegemos um pedaco da chapa: o quadrado ABCD. Perceba
que ndo era necessario usar aquele quadrado. Podemos raciocinar sobre qual-
quer pedaco que sgarepresentativo da chapa como um todo, como por exemplo:

g T T T
==+ TIIL

Exercicios

1. Calcule p escolhendo como pedago representativo da chapa um dague-
les apresentados no texto.

2. Tente conceituar melhor o que é um pedaco representativo da chapa.
Pense em transformacfes (simetrias, translacdes).

A distancia entre os centros dos furos

Observe as duas chapas seguintes. Em ambas, os furos quadrados tém
lado de 10 mm. Naprimeira o espacamento entre os quadrados é de 3 mm e
na segunda é de 2 mm. Uma forma comoda de caracterizar este maior ou
menor afastamento entre os furos é através da distancia entre seus centros.

3T o
10 10
13 5
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No primeiro caso esta distancia € de 13 mm, e no segundo, de 12mm.

Esta é a linguagem usada pel os técnicos que trabalham nesta area: a cha-
pa fica definida por sua espessura, pelo tipo de furo (quadrado, circular, re-
tangular etc), pela disposic¢éo dos furos, pelo tamanho dos furos, pela distan-
cia entre seus centros, e pelo material de que é feita a chapa (ferro, cobre,
aluminio etc.).

A necessidade de resultados gerais

As pessoas que trabalham neste ramo interessa a existéncia de resultados
gerais que permitam o calculo da porcentagem/? com rapidez. Por esta razéo,
o0 catdlogo aque me referi estarepleto de formulas e tabelas. Cada uma destas
férmulas se refere aum tipo de furo: quadrado, retangular, circular, etc. Vga
mos algumas delas e a sua justificativa. E evidente que no catélogo ndo consta
estajustificativa. Seus objetivos s80 outros.

A chapa de furos quadrados

Vamos indicar com / o lado do furo quadrado e com ¢ a distancia entre os
centros dos furos. Vamos raciocinar sobre o quadrado ABCD: seu lado éc, sua
drea é ¢>. A &rea perfurada corresponde aos quatro quadradinhos de lado 1/2,
quejuntos formam um quadrado de lado /. Logo a érea perfurada é P.

Portanto a porcentagem p de area perfurada €&

12 1N
p=—2 ou pz(—J
P c
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Exercicio

3. Calculep para a chapa seguinte naqual /=25 mm e ¢= 4 mm.

A chapa de furos retangulares

Na chapa de furos retangulares vamos indicar por / e L os lados do reténgulo.
Sgac adisténciavertical entre centros, e C adisténcia horizonta entre eles.

O restante deixo de presente para VOc&: prove que a porcentagem p de
area perfurada é dada por

p_iIXL 1.
exC

Exercicios

4. Calcule a porcentagem de éarea perfurada da chapa
seguinte, onde:

1=1,6 mm,

L = 3,6 mm,

c=24mm,eC=5mm.
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5. Mostre que a formula p = [i) ,
¢

referente as chapas de furos quadrados, € caso particular da formula

exC .y
/

P

referente as chapas de furos retangulares.

A chapa de furos circulares em disposicéo reta

Na chapa da figura, sja d o didmetro dos furos circulares e ¢ a disténcia
entre seus centros.

Raciocinemos no quadrado ABCD. Seu lado é ¢, logo sua &rea é ¢ A
parte furada corresponde aos quatro quartos de circulo de diametro d, logo a
area da parte perfurada é

d?

4

Portanto:
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Exercicio

6. Calculep para a chapa seguinte, onded= 1 mmec= 16 mm.

A chapa de furos circulares em disposicdo hexagonal

Nesta disposi¢do os centros dos seis furos que circundam um furo qual-
quer sdo vértices de um hexagono regular. Perceba que este hexdgono € um
pedaco representativo da chapa toda.

O lado do hexagono destacado na figura é ¢. Pensando o hexagono como
justaposicado de seis triangulos eqiilateros de lado c, suaarea &

23

4

fx

A parte furada, interior a este hexagono, é constituida de um circulo no
centro e mais sais tercos de circulo, portanto, ao todo sdo trés circulos de
didmetro d. Logo a &ea perfurada é

.. 3><1K.
4

Portanto:

21



Exercicio

7. Calculep para a chapa seguinte, onde d=4 mm e ¢ = 6 mm.

A chapa de furos oblongos

A forma oblonga dos furos, a que se refere o catdlogo, € areunido de um
retangulo com dois semi-circulos. O significado de /, L,c e C estd indicado
na figura:

— .

A1) +(n— i*
4

Agoraproveque: p=

Novos problemas

E agora vocé pode inventar problemas, pensando em furos em forma de
losango, hexagono regular, triangulos eqiil ateros, €lipses etc.

Além dejogar com a forma dos furos, vocé pode variar ainda a sua dispo-
si¢8o, como fizemos com os furos circulares.

Vamos |4, aceite o desafio!

Encerramento
Para encerrar, duas palavrinhas.

Os conceitos envolvidos nestes problemas sio acessiveis a alunos de 8
série do ensino fundamental: célculo de &reas e porcentagens. Convido os
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colegas que atuam neste nivel de ensino a levé-los para suas aulas de Geo-
metria quando estiverem calculando areas. Aposto que algum aluno aparece-
ra em sala com um pedaco destas chapas, e que a aula de Matemética dara
mais prazer a todos.

Agora a segunda palavrinha. O catalogo industrial, no qual aprendi estas
coisas que estdo neste artigo, me foi presenteado por meu tio Eugénio, que
durante longos anos de sua vida trabalhou em indUstrias metal Urgicas. Sem-
pre fazendo de tudo nelas, mas sempre usando Matematica na sua profissao.
Ao se aposentar entregou-me seus livros, revistas, catdogos e apontamen-
tos, dos quais se pode retirar muito material para artigos deste tipo, mostran-
do como a Matematica € importante na vida das pessoas. Ao tio Eugénio,
meu muito obrigado.
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Ongami e

As dobraduras permitem um
trabalho lidico com bonitos
resultados visuais e sédo aqui
utilizadas para comprovar
resultados de Geometria
Plana e para construcfes
geométricas.

E possivel trabalhar perime-
tros, semelhanca de tridngu-
los e proporcionalidade.

geometria

José de Oliveira Siqueira

Introducéo

Todos nos, sem divida, ja fizemos um barco,
um chapéu ou um avido de papel. Esta arte tem
um nome: origami. Origami € uma palavra de
origem japonesa, que significa "dobrar papel”.
Desde 1876 esta arte faz parte do curriculo esco-
lar japonés, e no Brasil, aos poucos, ela vai se
introduzindo no ensino.

O origami pode servir como um simples passa-
tempo nos momentos de lazer; pode ainda ser uti-
lizado como um recurso didatico que colaborapara
0 desenvolvimento da criatividade e da habilidade
manual de criangas.

Paranés, professores de Matemética, o origami
oferece um farto material para descobertas tedri-
cas. E evidente que ateoria surge da observacio de
fatos e da colocagéo de problemas. Um dos proble-
mas préticos do origami € dobrar um quadrado em
um ndimero impar de reténgulos congruentes. Vocé
jatentou dobrar um quadrado de papel em 3 retén-
gulos exatamente iguais? Parece f&cil. Mas ndo é.
Este artigo tem como objetivo resolver este proble-
maparticular e também generalizar o resultado para
que se possa dobrar um quadrado em um ndmero
qualquer de retngul os congruentes.

Problema 1

Dividir um quadrado de papel em 3 retangu-
los congruentes, usando dobras de papel.
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Solucéo: Pegue uma folha quadrada e siga as instrucoes:

(a) dobre o papel, fazendo A coincidir com D, e B coincidir com C. Desta
forma ficam determinados E e F, pontos médios de AD e BC;

(b) abra o papel, e agora faga D coincidir com F. Assim construimos um
tridngulo retdngulo com um cateto CF, e a soma do outro cateto com a
hipotenusaigual ao comprimento do lado do quadrado;

(c) chame de G o ponto de AB, que coincide com um ponto de AD na
nova posi¢ao.

A 8 AD B81C A ]

L i F

D c D c
Figura 1: AG:%I-H. \

A G WpB A G H ®

CctE

[P —
.

Figura2: HB= % {

Os pontos G e H assm obtidos dividem o lado AB em trés segmen-
tos congruentes.

Vamos demonstrar esta afirmacao, que é conhe-
cida como teorema de Haga.

Demonstracéo:
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Os tridngulos DGB e PDC sdo semelhantes. Portanto,

BD_GB
PC  DC’
Como
DC=BD= i,
2
entao GBxPC="L.

No APDC, por Pitagoras, temos (PD)? = (PC)®> + (DC)°>. Como
PC+ PD = |,

2
(PC)? =(-P 2—’:.

Portanto, temos P( = %, GhB :% e AG = 1;:

Problema 2

Dividir um quadrado de papel em 5 retngulos congruentes usando
dobras de papel.

L — e e
oy
k)
el 1y F 3 ~: iF
. 1% '
X 3!
D i c D W c
8,

Deixamos a prova deste resultado por conta do leitor.
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Problema 3

Dividir um quadrado de papel em 7 retdngulos congruentes, usando
dobras de papel.

G H

A e A
4 K J
E} F £
L, M L
0 c

J, K, L, M s8o pontos médios, respectivamente, de AE, BF, ED, FC.

Pedimos ao leitor, novamente, que demonstre este resultado.

Informamaos aos leitores interessados que € possivel demonstrar um resul-
tado geral que engloba todos os casos considerados: Sggam ABCD um qua-
drado e E e AB ta que

m+hn m-+hn

com m e n naturais ndo nulos. Se dobrarmos o quadrado de modo que os
pontos E e C coincidam, entdo,

Im+n

sendo F o ponto de encontro de AD e ED', onde D' indica nova posic&o
de D.
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Um problema pratico da
compra de uma mesa, nesta
atividade, suscita a pergun-
ta: Quantas pessoas cabem
numa mesa redonda? Para
respondé-la, trabalha-se t6-
picos de geometria, como a
area de um quadrado inscri-
to numa circunferéncia,
comprimentos de arcos, etc

N

N

nr, 27r ou

FTUr ¢

Luiz Méarcio Imenes

Fernando foi meu aluno em 1973. Encontramo-
nos outro dia, no casamento de um amigo co-
mum. Faldvamos da vida, quando ele me contou
esta histéria

Na época em que montava seu apartamento,
ele decidiu comprar uma mesa de tampo redon-
do. A que havia na loja era muito grande, mas o
vendedor lhe informou que no depdsito haviaoutra
com 1,10 m de didmetro. Com receio de que esta,
por suavez, fosse pequena demais, ele pensou em
fazer alguns célculos. Seraque navoltadestamesa
caberiam, pelo menos, umas 6 pessoas?

Lembrou-se que na férmula a ser usada apare-
cia 0 nimero n multiplicado pelo raio do circulo,
mas ndo sabia se era 3ar, 27 ou 4ar. Foi entdo
que lhe ocorreu umaidéia. O quadrado circunscri-
to ao circulo deraio r tem lado 2r e perimetro S.
No caso do circulo de 1,10 m de diametro este pe-
rimetro é igua a4,40 m.

O lado do quadrado inscrito no circulo ele
calculou com o teorema de Pitégoras (que néo
havia esquecido):
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Portanto, o perimetro do quadrado inscrito éigua a
4r2=2202 2311 m.

A seguir, €ele calculou a média aritmética destes dois perimetros:

4,40+ 311 ~375 m.

Deste modo, obteve o perimetro aproximado (3,75 m) da mesa circular de
didmetro 1,10 m. Estimando cerca de 60 cm para cada pessoa, €le concluiu que

caberiam 6 pessoas a volta da mesa.

Fernando sabia que a média aritmética dos perimetros dos quadrados
poderia ndo ser igual ao perimetro do circulo. Mas, para 0 que desgjava,

esta era uma aproximagao razoavel.
Apenas como curiosidade, vejamos qual € o erro relativo desta aproximacao.

Temos:
p = perimetro do circulo = 2m+

m = média aritmética dos perimetros dos quadrados =

Efi}:l—\/z=4r+2r\/zl'".

@r+2r2)-2vr _2+42-1 = 0,09 = 9%.
T

erro relativo =
2nr

Sem davida, o bom senso de Fernando funcionou bem!
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Por que o parafuso

Nesta atividade os autores
usam parafusos e chaves de
fenda, presentes na realidade
dos alunos, para estudar an-
gulos internos de poligonos.

E discutida a forma da cabe-
¢a de um parafuso que per-
mite melhor funcionalidade
sob diferentes aspectos.
Pode-se pedir aos alunos que
tragam parafusos encontra-
dos em casa para concreti-
zar e enriquecer a atividade.

eé sextavado?

Luiz Marcio Imenes

José Jakubovic

adeve ter visto parafusos destes tipos:

O mais comum € o primeiro, chamado pelos
mecéanicos de sextavado. Repare que sua cabeca
(onde se encaixa a chave para aperta-lo ou
desapertéa-lo) € um poliedro: trata-se de um prisma
regular hexagonal .

Certavez vimosum parafuso especia deumamé
quina, cuja cabeca eraum prismaregular triangular:

Por que ndo existem (pelo menos nunca vimos)
parafusos pentagonais ou octogonais?

Em todos estes tipos de parafusos o poligono
presente € sempre regular, e é facil perceber a
razdo disto. Seria inconveniente apertar e desa-
pertar um parafuso em cuja cabega figurasse um
poligono ndo regular. A chave precisaria ser es-
pecial para aquele parafuso e ela voltaria a se
encaixar na cabeca do mesmo, somente apds uma
rotacdo de 360°.

Se 0 poligono da cabega do parafuso é um qua-
drado, ap6s uma rotacdo de 90°, o parafuso volta
aposicao original, podendo-se encaixar outravez
a chave para um novo giro.
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Deste modo, com quatro giros de 90°, arosca da um passo.

No caso do parafuso triangular sd0 necessarios trés giros de 120° para
completar uma volta na rosca.

Com o parafuso sextavado completamos um passo da rosca apos seis
girosde 60° cada um.

Quando um mecénico esta concertando um defeito qualquer numa magui-
na - por exemplo, um automovel - muitas vezes ele tem pouco espaco para
trabalhar (em geral em posi¢des desconfortaveis). Por esta razdo, dos trés
parafusos apresentados, 0 mais cdmodo é o hexagonal, pois € o que pode ser
apertado ou desapertado com giros menores (60°), isto € com movimentos
mais curtos do braco.
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Observe que este angulo de giro a que estamos nos referindo € o angulo
central do poligono regular.

120°

360°

A medida do angulo central do poligono regular de n lados & =5

€, se é conveniente que o angulo centra do poligono sga "pequeno” nos
parafusos, por que ndo usar poligonos com maior nimero de lados? Um
octogono, por exemplo? Neste caso, 0 angulo de giro seria de apenas 45°.

Sem divida, sob este aspecto, 0 octdgono € mais conveniente que 0 hexa-
gono. Entretanto h& outros fatores que pesam no projeto de um parafuso.

Um octégono regular esta mais proximo do circulo que o hexagono regular

O angulo interno do hexagono regular mede 120°, e o do octégono regular,
135°. A chave usada para apertar ou desapertar um parafuso nunca se gus-
ta perfeitamente a sua cabega. Sempre existe uma folguinha. Com o uso, a
tendéncia da cabega é sofrer um arredondamento (dizemos que a cabega do
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parafuso fica espanada). Sob este aspecto o poligono mais adequado é o
tridangulo (é o que mais se afasta do circulo, é o que tem o menor angulo
interno: 60°).

Perceba que, numa linguagem pouco precisa, mas muito significativa, o
hexégono fica mais ou menos no meio termo quando consideramos estes dois
fatores: giro pequeno e dificuldade para o espacamento.

Mas por que ndo um parafuso pentagona? O pentagono € préximo do
hexagono. Sob aqueles dois aspectos apresentados, 0 pentagono possui pro-
priedades proximas das do hexagono.

Paracompreender porque ndo existem parafusos pentagonai's, € preciso conside-
rar outro aspecto. No hexégono regular existem lados opostos paraelos, e 0 mesmo
Nn&o ocorre no pentagono regular.

Isto significa que a chave usada para o parafuso hexagonal tem, no encai-
xe, bordos paralelos, o que facilita 0 gjuste da chave a cabeca do parafuso.

Para parafusos pentagonais poderiamos ter dois tipos de chaves.
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A primeira tem a desvantagem de "escapar" com facilidade e a segunda
S0 se encaixaria na cabega do parafuso com este movimento:

€ nao com este:

o5

0 que € incomodo para 0 mecanico. A primeira das chaves pentagonais ndo
apresenta esta desvantagem, mas como dissemos, "escapa’ com mais facili-
dade da cabeca do parafuso.

Em resumo, no projeto de parafusos com cabegas prismaticas, o poligono
regular da base deve ser escolhido levando-se em conta:

1. seu &ngulo central (giro pequeno);
2. seu angulo interno (espanamento da cabeca);
3. existéncia de lados paralelos (encaixe da chave).

Estes critérios fazem do hexdgono regular (parafuso sextavado) o poligono
mais adequado.
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Um problema;
resolucao & exploracao

Geometria mais prontiddo
e criatividade para resolver
problemas séo exploradas
nesta atividade que discute
0 uso de um pedaco retan-
gular de vidro para obter pe-
dagos triangulares, evitando
bolhas que ha no vidro.

Lilian Nasser

Introducéo

Muito se tem propagado nos ultimos anos sobre a
Resolugdo de Problemas como um método ided
para desenvolver o raciocinio e para motivar os
alunos para o estudo da Matemética. O que ve-
mMos em nossas salas de aula e nos livros-texto, no
entanto, sdo listas interminaveis de problemas,
guase sempre do mesmo tipo e que podem ser
resolvidos "conforme o modelo". E claro que isto
Nnao propicia o desenvolvimento do raciocinio das
criangas e, ao invés de motivé-las, crianelas, ati-
tudes negativas em relagcdo a Matemética.

Na tentativa de reverter esta situagdo, o pro-
fessor pode desenvolver o processo ensino-apren-
dizagem sob a forma de desafios e, em aulas
especiais, propor problemasinteressantes, que pos-
sam ser "explorados”’, e ndo apenas resolvidos.

"Explorar" um problema significa procurar so-
lucBes dternativas, a ém danatural, e analisa-lo sob
diferentes pontos de vista mateméticos. Assim, um
mesmo problema pode ter uma resolugao aritméti-
ca e outra algébrica ou geomeétrica, ou pode ser
resolvido por umaestratégia (heuristica), sem o uso
de algoritmos ou de conhecimentos matematicos
especificos. E evidente que isso nem sempre sera
possivel com qualquer problema e, nas primeiras
séries, a"exploragdo” deve ser conduzidapelo pro-
fessor com cuidado especial. Problemas ideaispara
serem "explorados" sdo os chamados "problemas
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de processo”, ou sgja, aqueles que ndo podem ser resolvidos gpenas pelo uso de
umaou mais operagdes, mas requerem 0 uso de uma estratégia adequada.

Além disso, depois que 0 duno "compreende” realmente o problemae sua(s)
resolucao(des), deve ser incentivado a explorar extensdes e variaces do mes-
mo problema, sugeridas no inicio pelo professor e, depois, pelaprépriaturma.

Um exemplo

Para ilustrar essa tese, vejamos como pode ser "explorado” o seguinte
problema:

Para construir uma janela ornamental, um operario precisa de pe-
dacos triangulares de vidro. Ele pretende aproveitar um vidro retangu-
lar defeituoso, com 10 bolhas de ar, sendo que ndo ha 3 bolhas alinhadas
entre si, nem duas delas com algum vértice do retangulo, ou uma delas
com 2 vértices do retangulo.

Para evitar bolhas de ar no seu projeto
final, ele decidiu cortar os pedagos trian- .
gulares com os vértices coincidindo ou com '
uma bolha de ar, ou com um dos cantos do .
vidro original. Quantos pedagos triangu-
lares ele cortou?

Inicialmente, o aluno deve entender como sera cortado o vidro. E claro
que isso ndo é imediato com 10 bolhas! A estratégia a ser usada, entdo,
pode ser:

Resolver um problema mais smples

Tentando fazer os cortes nos casos de 1 bolha, 2 bolhas, 3 bolhas,..., g aluno
€ levado a perceber que o nimero de tridngul os depende do nimero de bol has.

Observa-se que, para 0 mesmo nimero de bolhas, hamais de uma confi-
guracdo possivel. Se o nimero de tridngulos depende apenas do nimero de
bolhas, é preciso procurar algumas propriedades para cada caso.

1 Bolha = 4 trangulos 2 bolhas = 6 triangulos 3 bothas = 7 triangulos
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Por exemplo, com 2 bol has, temos:

A cadabolha é vértice de 4 tridngulos. Sera que em todas as configuragdes
isso acontece? Tente outras configuracfes para verificar.

A cadabolha é vértice de, no minimo, quantos triangulos? E no maximo?
A cada canto do vidro origina é vértice de quantos triangul 0s?

Tente relacionar algumas perguntas semelhantes para o caso de 3 bolhas.
Depois disso, a estratégia pode continuar da forma seguinte:

Procurar uma lei de formacdo e generalizar

Dependendo do nivel dos alunos, eles percebem que uma bolha adicional
geraatransformagdo de um tridngulo em 3 novos triangul os, isto &, sdo cria-
dos mais doistriéngul os.

A partir disso, alei de formagdo pode ser encontrada através da

Construcdo de uma tabela:

Nimero Numero
de bolhas de triangulos

1§

2n+2

22

Concluimos, entéo, que alei de formacdo é 2n + 2, e aresposta do proble-
ma & 22 pedagos triangulares.

Solucdo Geométrica (a partir da 72 Srie)

Como a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo € 180°, e
0 ndmero de tridngul os independe da maneira como se decompde o vidro, a
soma Sdas medidas dos angulos internos de todos os triangulos € 180° vezes
0 ndmero de triangulos.
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Por outro lado,

S= [soma das medidas dos angulos em torno de cada bolha] + [soma das
medidas dos 4 angulos retos dos vértices do vidro retangular]

. §=360°x<10+ 90° x 4 = 3960°

Logo, o nimero de tridngulos ser&

Forma geral com n bolhas:

360° - n+90°:4. ..

—”+__£ =N
1807 . v syr

Exploremos, agora, algumas extensdes do problema:

1) Resolva 0 mesmo problema com um vidro triangular.

2) Resolva 0 mesmo problema com um vidro em forma de pentagono.

3) Com n bolhas, considere o vidro original em forma de m-agono. Vocé é
capaz de obter umaregragera para o nimero de triangul os obtidos? (Ten-
te a solugdo geométrica. A resposta é 2n + m - 2.)

4) A resposta do problema seria diferente se o vidro original tivesse a
forma de um quadrilatero nao regular?

5) Que aconteceria se, no lugar de tridngul os, quiséssemos cortar o vidro em
forma de w-agonos?

Observacéo final

Para que o professor possalevar seus alunos a "explorar" os problemas, ele
deve ter sempre, e ndo so durante a atividade de resolugéo de problemas, atitu-
des que criem neles espirito critico e inovador. Exemplos de tais atitudes sdo:

- dar chance aos alunos de tentar estratégias de solucgdo por si proprios;

aproveitar as idéias dos alunos, mesmo que ndo levem a resposta certa
(ndo usar apenas o0 certo ou errado como parédmetros de correcdo);

- deixar que eles criem perguntas, visando a compreensao do problema (ao
invés de receber respostas prontas para perguntas que néo fizeram);

- ndo mostrar solucBes prontas e arrumadas, mas deixar que eles sintam
todo o raciocinio desenvolvido até chegar aelas. -
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A Geometria e as
distancias astrondmicas
na Grécia Antiga

Qual é o mais distante: o
Sol ou a Lua? Quais os ta-
manhos da Terra, Sol e Lua?
A busca das respostas a es-
sas perguntas intrigantes
motivam o estudo de angu-
lo, proporgdes ou relactes
no tridngulo retangulo.

Além disso, esta atividade
privilegia a interdiscipli-
naridade, discutindo o ciclo
lunar, eclipses, movimentos
da Lua e da Terra etc. sem-
pre dentro do contexto his-
térico dos calculos feitos
por Aristarco, Eratéstenes
e Ptolomeu.

Figura 1

Geraldo Avila

Os tamanhos do Sol e da Lua e as distancias des-
ses astros a Terraja eram cal culados na antiguida-
de, séculos antes de Cristo; mas poucas pessoas
sabem como eram feitos esses célculos. Eles se
baseiam em idéias que sdo muito simples e geniais,
a0 mesmo tempo em que estdo intimamente liga-
das a nogBes fundamentais de Geometria - como
semelhangadetriéngulo e proporcionalidade -, ser-
vindo, pois, como excelente motivagdo ao estudo
dessa disciplina. Por isto mesmo essas questfes
devem ser divulgadas, ja que €las ainda ndo apare-
cem nos livros de ensino fundamental e médio.

Qual o mais distante: o Sol ou a Lua?

Para constatar que 0 Sol esta mais distante da
Terra que a Lua, basta observar atentamente as
vérias fases da Lua. Se ela estivesse mais longe
de nds que o Sol, entdo, por simples andlise de suas
vérias posicoes relativamente ao Sol e a Terra (a
Figura 1 ilustra quatro dessas posic8es), conclui-
mos que ela estaria sempre iluminada pelo Sol quan-
do vista da Terra Em particular, ndo haveria lua
noval E haveria duasposicbesdalua em 1 eem
3, onde ela seria lua cheia - esta Ultima em pleno
meio-dia, 0 que nunca acontece realmente. A hi-
potese contraria, de que o Sol estamais distante da
Terraque alL ua, é aunicacompativel com as véri-
as fases da Lua, em particular com a ocorréncia de
luas novas. Outro fato a corroborar esta hip6tese é
a ocorréncia de eclipses do Sol, que sO sd0 possi-
veis com a Luamais proxima da Terra que o Sol.
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o ® D@
Qué&o mais distante? \’/

A idéia de Aristarco -
Para descobrir quéo mais distante que a Lua se encontra o Sol, devemos
aprofundar um pouco mais nossa observacdo do ciclo lunar. O que vamos
descrever agora € o método que o sahio grego Aristarco de Samos (séc. 11
a.C), da escola de Alexandria, usou para comparar as disténcias da Terra a

Luae daTeraao Sol.

Existem duas posic¢des da Lua em sua 6rbita, 0 "quarto crescente" e 0
"quarto minguante", quando o disco lunar apresenta-se, para um obser-
vador terrestre, com metade iluminada e outra metade escura (Figura 2).
Quando isso acontece, o triangulo Terra-Lua-Sol é retangulo, com angulo
reto no vértice ocupado pela Lua. Qualquer pessoa pode fazer uma obser-
vacdo simples e notar que nessa configuracdo o angulo a= LTS (Figura 3)
€ muito préximo de 90°, indicio de que o0 Sol esta efetivamente muito mais
longe da Terra que a Lua. Esse fato € facilmente notado ao nascer e ao
pbr do Sol, evidentemente com a Lua em quarto crescente ou quarto
minguante (meia-lua), como ilustra a Figura 3. Aristarco teria medido
esse angulo a, encontrando para ele o valor de 87°. Entdo, o angulo
(3= LTS seriade 3°. Basta agora construir um tridngulo retangulo com
esses angulos e verificar o valor da razéo TSTL, que € a mesma para
todos os tridngulos a ele semelhantes. Aristarco verificou que essa ra-
zdo estava compreendida entre 18 e 20, de sorte que a distancia da
Terra ao Sol é cerca de vinte vezes a distancia da Terra a Lua.

Voltemos a considerar o problema de medir o angulo a (Figura 2). Na
verdade é mais f&cil calcular esse angulo do que medi-lo diretamente. Bas-
ta observar o tempo gasto pela Lua para completar uma volta em torno da
Terra e o tempo de passagem de minguante a crescente; com estes dados
uma proporc¢éo simples resolve o problema. O ciclo lunar dura 29,5 dias e,
ao que tudo indica, Aristarco teria observado que a passagem de minguan-
te a crescente durava 14,25 dias, um dia menos que a passagem de cres-
cente a minguante. Admitindo uma velocidade uniforme da Lua em sua
oOrbita, os angulos descritos pelo seu raio vetor sdo proporcionais aos tem-
pos gastos nos deslocamentos correspondentes. Entdo, com referencia a
Figura 2, podemos escrever

360° 2a

295 14.25°

donde podemos a = 86,57°, portanto,

Lb) =seco = $ec86,95° = 18,8,
TL
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logo 7S¥=188 TL.

Minguonts
Figura 2

E preciso que se diga que o resultado de Aristarco esta muito longe do
vaor correto, pois sabemos hoje que adisténciada Terraao Sol é cercade
400 vezes a distancia da Terraa Lua. Em consequiéncia, 0 angulo a etd
préximo a 89,86°, portanto muito perto de 90°! Os raios solares que se
dirigem a Terraa Lua sdo praticamente paralelos. Isto pde o problema de
explicar como Aristarco teria chegado ao calculo de a . Ao que parece,
adiferenca que de terianotado entre o tempo gasto pela Lua numavolta
completa em torno da Terra e 0 tempo para ir de minguante a crescente
se deve a peculiaridade do movimento da Lua naquela época.

Tamanhos do Sol eda Terra

Aristarco observou que 0 Sol e aLuatém o mesmo "tamanho angular”.
Em outras palavras, 0 angulo 2a, sob o qua um observador terrestre vé o
Sol, € 0 mesmo sob 0 qual ele vé a Lua (Figura 4). Esse fato, diés, €
comprovado pela observacdo de um eclipse total do Sol. Realmente, quan-
do ocorre tal eclipse, o disco lunar coincide com o disco solar, encobrindo-
0 por inteiro.

Arigtarco estimou 0 angulo 2a daFigura4 como sendo 2°; naverdade ee
€ de cercade apenas 0,5°. Masisto, como o |eitor deve notar, ndo prejudicao
resultado que obteremos a seguir, baseado nasemdhancadostrigngulos TLL'
e TSS. Ega semehanca nos permite escrever

L o [

C b,

S
Figura 3
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isto & osraios do Sol e daLua estdo entre s como as distanciasTSe TL,
respectivamente. Mas, pelo que vimos anteriormente,

T—S = 20.
TL

de sorte que SS = 20 LL', segundo Aristarco, ou sga, o raio do Sol é
aproximadamente vinte vezes o raio da Lua

Tendo em vidareferéncias futuras, vamos resumir aqui resultadosjé obti-
dos. Sgam D~ TS(Figura4) adigénciadaterraao Sol, D, = TL adigéncia
daTaraalua R;=SS oraodo Sol, eR = LL'orao daLua Entdo:

onde, para Aristarco, a = 1° e b = 20, quando, na realidade, a =0,25% ¢
bg4l. .. - -

Figura 4.

Relagbes com o raio da Terra

Para relacionar as distancias e os tamanhos do Sol e da Lua araio da
Terra, Aristarco observou o que acontece durante um eclipse da Lua, quando
este satélite aravessa 0 cone de sombra da terra (Figura 5). Pelo tempo
gadio nessa travessia, ee caculou gue o didmetro do cone de sombra da
Tera, nadturadalLua, era 83 do didmetro da Lua

NaFgura6, L, T, S sho os centros da Lua, da Terae do Sol, repectiva-
mente; LH = R, TC = Rre SA = Ry S20 osrespectivosraios, LD éoraio do
cone de sombradadturadaLug, de sorte que LD = 8R, /3. Dasemdhancados
tridngulosDFC e CEA reaulta:

CF _AE

DF  CE
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Figura 6
Mas
CF=TC-TF=R,~LD=R -8R /3 DF=D;

AE=AS-SE=R_-R; CE=D,

Substituindo estes valores na igualdade anterior,

b
RT B 5 RL - RS - RT [ATI LI
Dy Dy i

Da se¢do anterior temos que

D =bD,,R.=aD.= abD, R, =aD,,

L

de sorte que a igualdade anterior pode ser escrita na forma

8 _
Ry =380, _abD-Ry
Dy bDy,

1 8
1+— [Rg=|—+1|aDy,
[+b) f [3+ J L
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ou ainda

_Xb+1Ry
MNab /
Entso, !

3(b+l)R,-
" Dg =bDy e
Ds 11a

.

RS —abDL _(b;lllnf;t

3b+1

Deste modo, substituindo a = tg 1° = 0,017 e b = 20, podemos obter as
quatro grandezas, D, Ds, R, € R., em termos do raio da Tera R com os
dados de Artistarco:

D,=168R,,D.=337R,,
R,=57R,, R =029R,.

Ao contrério, com 0s vaores mais corretos— a = tg 14° = 0,0044 e
b = 400, encontramos valores bem préximos dos va ores modernos.

D =62R,,D.=24835 R,
R =109R _eR =027R,,

Os célculos que vimos descrevendo encontram-se num livro de
Aristarco, intitulado Sobre os tamanhos e distancias do Sol e da
Lua. Esta é a Unica obra de Aristarco que chegou até nés. Dela existe
umaprimorosa edi¢do comentada, com uma histéria da Astronomia Grega
até os tempos de Aristarco, devida ao eminente historiador da ciéncia,
Thomas Heath.

Eratéstenes e o raio da Terra

Pelo que vimos até agora, basta saber o raio da Terra para podermos
cacular os tamanhos e as digténcias a que se encontram 0 Sol eaLua
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Foi Eratostenes (276-196 a.C), outro sabio de Alexandria, quem fez o
célculo do raio da Terramais célebre da antiguidade. Era sabido que quando
0 Sol se encontravamais ao norte (solsticio de inverno, para nos, habitan-
tes do hemisfério Sul), os raios solares caiam verticalmente, ao meio dia,
na localidade de Siene, hoje Assua, pois aimagem do Sol podia ser vista
refletida nos pocos mais fundos daquela cidade. Ao mesmo tempo, em
Alexandria, os raios solares caiam inclinadamente, fazendo um angulo
aproximado de 7,2° com avertical (Figura 7), ou seja, 1/50 da circunfe-
réncia completa, que é de 360°. Como o0s raios solares sao praticamente
paralelos, isso significa que o angulo central ACStambém mede 7,2°. Pe-
la proporcionalidade entre arcos e angulos,

21R _ 360°

AS 720

A= Alsxondria
§= Siene

ALY

Figura 7

onde R € o raio da Tera. Como a distancia AS de Alexandria a Siene era co-
nhecida e igual a5 000 estadios, podemos cacular a circunferéncia terrestre:

2aR = 5000 X 360 =
7.2

¥

250000 estadio = 46300 km

R 5250000)(185 = 7365 km.
6,28

O valor atual, no equador, € de 6378 km, mostrando que o resultado de
Eratdstenes é bastante razoavel.
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Ptolomeu e a distdncia da Terra a Lua

Claudio Ptolomeu foi o tltimo grande astrénomo da antiguidade. Sua fa-
mosa obra, o Almagesto, inclui, além de suas contribuigdes proprias, as de
seus varios predecessores. Pelos muitos fatos citados nesse livro, dentre eles
varios eclipses, infere-se que Ptolomeu teria vivido por volta do ano 150 de
nossa era.

Ptolomeu propds um método bastante engenhoso € simples para calcular
a distancia da Terra & Lua. Para isso imaginemos que um observador em A4
(Figura 8) veja a Lua na posi¢@o L, sobre a vertical de 4. Depois de um certo
tempo ¢, o observador passa da posigio 4 A posigiio 4, devido ao movimento
de rotagdo da Terra, Ao mesmo tempo a Lua passara a posigio L’. Como o0s
Angulos ACA e ACL' siio conhecidos (pois 0s m0v1mentos da Terra e da Lua
sd0 conhecidos), também ¢ conhecido o ngulo ¥ = ACA ACL O angulo o é
medido diretamente, o que permite conhecer seu suplementar [3.
Assim, o tridngulo €4 'L’ fica completamente determinado pelo lado C4A' =R
(raio da Terra) e os angulos B e v. Portanto, a distdncia CL’ da Terra a Lua
pode ser determinada em termos de R. :

ey ]
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O lado

A construgéo de cai-
xas em formato de
coracdo utiliza o
comprimento da cir-
cunferéncia e a com-
paracdo de medidas.

romantico

da Geometria

Hideo Kumayama

No ano letivo de 2001, nas turmas de 8% série,
valendo-me da proximidade do dia das mées, re-
solvi propor a seguinte atividade:

Numa folha de papel cartéol/cartolina, cons-
truir dois semicirculos com o diametro nos dois
lados consecutivos de um quadrado e recortar.

L)
., '
S

Os alunos ficaram perplexos com o resultado!
"Coragdo, professor!" Afirmaram.

Assim, eles aprenderam esse novo modo de
construir um coracdo! Uns dobraram uma folha
ao meio e construiram cartbes com formato de
um corag&o.

Outros mais ousados queriam fazer caixas com
formato de coracdo e perceberam que era neces-
sario amedidado comprimento dafolhapara cons-
truir a parte lateral da caixa. A largura da folha
determinaria a altura da caixa

Derepente, Carina, balbuciou: "Comprimen-
to da circunferéncia mais dois lados do quadra-
do, professor!"

Carina fez duas caixas. numa delas partiu de
um quadrado de 146 mm e noutra partiu de um
guadrado de 150 mm, assim a caixa maior serviu
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de tampa. Perguntel afindidade dacaixae Carina disse que iria presentear
amée com um CD.

Poderia ter provocado outros desdobramentos, como congruir uma caixa
coracéo paratransferir os bombons de uma caixa prismética de base retangu-
lar (daguelas que normamente encontramos nos supermercados). Essa Stua
¢éo envolveriacdculo de volumes.

Umaoutra atividade interessante: congtruir dois tridngul os equil&eros in-
vertidos e concordar arcos de 60° (raio igua metade do lado) e arcos de 180°
(raio quarta parte do lado)!

Poderemos investigar muita geometria nessa roméantica figura
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Vocé sabe ler
seu relogio de luz?

Ernesto Rosa Neto

o Com o racionamento de energia, paraevitar uma

S 1o © 0 proviro per multa injusta, precisel entrar em contato com a
que . . .

traz para a sala de aula as prestadora de servico, que me pediu a leitura do
"contas de luz e 4gua", que relégio, quese apresenta\/aassim:
fazem parte do nosso cotidi-
ano, mas sdo, na verdade,
um grande enigma para a
maioria da populacéo.

A compreensao da leitura do
relégio de luz estd intima- .
mente ligada a compreensao ' .
do sistema posicionai. O tra-
balho aqui proposto pode ser
desenvolvido em sala de -
aula desde a 5% série. Para . 8 ." 2
esta atividade sugere-se que ) 4 3
o professor peca aos alunos ‘ '

que facam e tragam para a
escola a leitura dos reldgios
de luz e contas de agua de
suas casas.

L~ ]

Liguel e passel a letura feita para a pessoa
gue me atendeu: 6184.
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Ela me disse que precisava saber exatamente onde estava cada ponteiro.
Se 0 primeiro nimero 6 era exatamente 6 ou entre 6 e 7, mais perto de qual.
Eu Ihe disse que decorara os reldgios e poderia dar-lhe essas respostas. Ela
se admirou e perguntou onde - ficava o primeiro ponteiro. - "Ficaentreo 6 e
0 7, mais proximo do 6". Numaescalade 0 a 10 ficano 1, entendeu? - "Claro,
disse elal" "E o segundo ponteiro?’ - Ficaentreo 1 e 0 2. Numaescalade 0 a
10 ficano 8. O terceiro ficaentre 0 8 e 0 9 e na mesma escalaficano 4. O
ultimo ficano meio, entre 0 4 e 0 5. - Carambal Que memdria boa o senhor
tem! - E, respondi-lhe," o raciocinio é péssimo, mas tenho uma memériafoto-
gréfica fabulosa'.

A posicdo do ultimo ponteiro eu chutei, porque representava pouco, eu
nao tinha um quinto algarismo para os décimos e ndo queria voltar ao rel6-
gio por tédo pouco. Além do mais, as informacgdes que dei ndo estavam
rigorosas. Seriamais correto dizer que o primeiro nimero estava entre 6 e
7 e, numa escala de 0 a 1000, ficavano 184.

Incrivel, as pessoas usam o sistema posicionai todos os dias, mas néo o
conhecem. Como serd o treinamento dos atendentes? No boleto de cobran-
cavem o desenho dos quatro rel6gios sem ponteiros, um campo para cinco
digitos e o pedido: ... anote a posicdo dos ponteiros ou assinale os nu-
meros... A prética deve ter mostrado a eles que as pessoas ndo sabem
efetuar aleitura, por isso colocaram a opgao do desenho: o sintético € mais
fécil que o analitico.
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Como é feita sua conta
de luz e agua

Hideo Kumayama

Os medidores de consumo de energia €létrica,
gas e &gua, o hoddmetro de um carro, as antigas
méaquinas registradoras - que em muitos lugares
ainda sdo usadas nos caixas de supermercados e
casas comerciais em geral, utilizam os principios
do sistema de numeragdo decimal.

Farei aqui algumas consideractes sobre aleitu-
ra dos medidores de consumo de energia elétrica.

s o'z z'%’o
r** 3/ s 4
65 56

A figura acima ilustra o esquema do mostra-
dor de um medidor, onde o consumo é dado em
KWh (quilowatt-hora). Esse esquema € cOpia do
verso de uma conta de luz: seus quatro ponteiros
indicam, na ordem em gue aparecem, os algaris-
mos 5- 7 - 0- 3. Portanto, para fazer a leitura
corretamente basta anotar, na ordem em que apa-
recem, um algarismo para cada ponteiro, toman-
do o de menor valor dentre os dois entre os quais
Se encontra o ponteiro (ou 0 9, se 0 ponteiro es-
tiver entre 0 e 9).
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E preciso aencdo especid quando determinado ponteiro estAmuito proxi-
mo do zero.

Neste caso, 0 ponteiro precedente também estara proximo de certo aga
rismo. Na, ilustracdo seguinte, a esquerda, por exemplo, o ponteiro dadireita
ou aindando dingiu o zero - e neste caso 0 ponteiro precedente também ndo
chegou no 3, ealeituraé 29 -, ou o ponteiro dadireitajaatingiu o zero, o da
esquerda et no 3, ealeitura é 30.

L FECEFE B t + 0 |
R A . .grlg \
i-l‘_:- . . 3 Co

A figuraaesguerdailustraum medidor de con-
sumo de &gua, e aleitura é 1 537,5 m”.

Por que, no caso do medidor de energia elétri-
ca, 0s sentidos de rotacdo dos ponteiros sio

. dternadamente para a direita e para a esquerda?

Muito smples: isso se deve a0 fao de estarem li-

0 gadas entre 9 as engrenagens de um par de engre-
nagens adjacentes defomaque dastém degirar em

sentidos contrérios (vgaafigura).

Por que um ponteiro a esquerda gira mais devagar ou parece mesmo
estar parado, em comparac&o com o ponteiro logo asuadireita? A explicagdo
agui também € smples e é devidaaum fato fundamenta do sistema decimal
de numeragéo: dez unidades fazem uma dezena, dez dezenas fazem uma
centena etc. Assm, € preciso que um ponteiro dé uma volta completa para
que 0 ponteiro logo a sua esquerda passe de um agarismo ao seguinte; em
outras pdavras, avelocidade de um dado ponteiro € dez vezes a velocidade
do ponteiro logo a sua esquerda.
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Atividade
ludo-pedagogica

Esta brincadeira envolve co-
nhecimento de poténcia e
deve ser proposta ap6s o es-
tudo desse conceito. Desen-
volve a habilidade com
nimeros e operagdes arit-
méticas.

Mozart Cavazza Pinto Coelho

Instrucgéo

Completem os espacos nas frases seguintes
e, a medida que forem achando as respostas, li-
guem 0s pontos correspondentes as respostas na
folha anexa. No find formara uma figura Que
FIGURA é essa?

a) O menor nimero natural ndo nulo €
b) O sucessor par do numero 13 é
¢) O valor da poténcia 24 ¢é

d} O resultade ou quociente de 121 ¢ )

1
e) V625 vale
f} O valor da expressio 2* —2° ¢

£} Um numero elevado ao quadrado da 49; esse
mimero €

h) O valor de expressao { _\’264 ~100)+106 .

i} O dnico mimero da seqiiénecia: 1, 4, 9, 16,
23, 36 que ndo é um quadrado perfeito, é .

) Osnimeros 2, 12, 21, 78, 1890, 1894 626
sdo divisiveis por dois, exceto

k} Um numero » elevado ao cubo vale 64; o
numero i € . R
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I} O valor da expressiio 52 +2 &

m) O cubo do ndmero 2 vale _

n) O nimero de elementos do conjunto M= {xe N*/x <3} ¢ __ .
0) A raiz quadrada do valor da expressdo 2° +2 (3 9-1)é _
p) A metade do valor da expressdo 2¢  (7-3-5)+(3*+2% T7é__ .
q) O valor da expressdo 5 —1¢ _

1) O dobro de Vele _ :
§) Um numero escrito na base 2 ¢ 10 011; na bas& 10 vale ___
t) O antecessor do numero 11 ¢ ’

u) O dobro do sucessor do nimero 10& |

v} A raiz quadrada de 3¢ : . _
w)Se ¥’ = 1000, entdo 2x = . T
x) Entre os nameros 14, 17, 16, 5, o unico divisivel por 5 é __

y) O valor da expressio 20— (6 +4-7)¢é .

z) Do nimero 2000, vocé subtrai 1280. A seguir, divide o resultado por 5.
A raiz quadrada do nimero que vocé obteve ¢ igual a

U Lo 8
19 sk P ' .
a M .. u
' 9 L] 3 #" 4
2‘ . 5. 6¢
N :I_i[')_»':_; S vy 1?. . 21
: | l :' 1 2‘ K .23
N Sha i .® 12 5 .
14 . -
» ll B / L] 13
16 s 7
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Nem so Algebra,
nem so Aritmética

Os problemas apresentados
aqui podem ser soluciona-
dos, utilizando sistemas (duas
equacgdes lineares e duas in-
cégnitas) ou apenas uma
equacdo e uma incognita
(que é a solugéo sugerida). E
interessante apresenta-los e
discutir as possiveis solu-
¢Bes quando o aluno inicia
o estudo de equacgdes linea-
res. Podem ser abordados
mais tarde enfatizando a idéia
de que o importante ndo é
saber a regra, mas ter enten-
dido o raciocinio.

Virgolina M.Viotto

Este artigo se inspira nalinha de que se pode en-
sinar Matematica, no primeiro grau, por meio de
dados simples tirados de fatos da vida cotidiana,
evitando que um Simbolismo exagerado leve afuga
do concreto e ameace tornar as aulas enfadonhas.

Acreditamos que ao partir de situacfes con-
cretas, impedimos que o aluno se escravize as
operagdes e as regras, estimulando-o a refletir
sobre um problema, e ndo somente sobre que ope-
ragOes executar para resolvé-lo.

Nessa diregcdo, apresentamos sugestéo de novo
enfoque para 5 problemas gque, nessa ou noutra
versdo, sdo comumente estudados em salade aula.
Tentaremos ainda mostrar, nos exemplos, como
um desenho da situag&o descrita em um problema
pode gjudar na busca da solucéo.

Exemplo 1

Calcular dois nimeros, dadas sua soma e
diferenca.

Sabendo que para determinar o menor deles
basta dividir por 2 a diferenca dos niimeros dados,
0 estudante podera sair-se bem em um exame. Mas
0 que restard quando aregra tiver sido esquecida?

Nossa sugestao € apresentar o problema numa
situacdo concreta:

Mario e Roberto tém juntos 45 bolinhas.
Mario tem 7 bolinhas a mais do que Roberto.
Quantas bolinhas tem cada um?
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Pode-se encenar o problema dando a dois alunos da classe 45 objetos
(bolinhas, feijoes, ou 0 que estiver ao alcance) e pedir que eles os dividam
entre si, nas condi¢des do problema. A classe toda sera convidada a partici-
par e todas as sugestfes sero analisadas. Eventualmente a classe percebe-
ra que, dando inicialmente ao Mario as 7 bolinhas que ele possui amais do
gue Roberto e, em seguida, repartindo em partes iguais as bolinhas restantes,
0 problema estara resolvido.

(Posteriormente, pode-se dar ao problema um tratamento mais abstrato:
Se x for o nimero de bolinhas de Raberto,

x+x+7=45 = x=452_7=19

O desenho pode ser um grande auxiliar no ensino de Mateméatica, mesmo
fora da Geometria.

Quemjando viu o problemafol clrico:
Exemplo 2

O seguinte desenho faa por si:

=

Um tijolo pesa um quilo mais meio tijolo. Quanto pesa um tijolo inteiro?
I Figura 1

; ' .
A

Seum quilo estano lugar de meiotijolo, meiotijolo pesaum quilo. Logo, o
tijolo inteiro pesa2 quilos.

L

(“Algebrizando™ x =1+ —32[- = x=2).

Exemplo 3

Se Paulo comprasse revistinhas de R$ 15,00 cada, ficaria com
R$ 10,00 sobrando. Se comprasse 0 mesmo ndmero de revistinhas porém
de RS 18,00 cada, ficariamfaltando R$ 2,00. Quantas revistinhas Paulo
pretende comprar?
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Figura 2

Paratrocar asrevistinhas de R$ 15,00 por revistinhas de R$ 18,00, Paulo terd
que pagar R$ 3, 00 amais por revistinha. N&o tendo dinheiro suficiente, podera
tomar emprestados os R$ 2,00 que fatam e efetuar a troca (Figura 2). Como
tinhaR$ 10,00, tomando emprestados mais R$ 2,00, ficardcom R$ 12,00. Quantas
vezes R$ 3,00 estiverem contidos em R$ 12,00, sdo quantas revistinhas podera
comprar, isto é, 4 revistinhas de R$ 18,00.

("Algebrizando": sex for 0 nimero de revistinhas,

XX15+10=xX18-2 = x=4),

]

Exemplo 4

Uma torneira enche um tanque em 7 horas. Outra o enche em 8 horas.
Abrindo ambas ao mesmo tempo, em quanto tempo o tanque estara cheio?

Se umatorneira enche o tanque em 7 horas, em uma hora encheraum sétimo

do tanque. A segunda torneira, em uma hora, enchera um oitavo do tangque. As
duas juntas, em uma hora, encheréo

do tanque. Quantas vezez 15/56 do tanque estiverem contidos na unidade (tan-
que) serdo quantas horas levaréo ambas as torneiras para encher o tanque, isto &

Ou sga, levardo 3— horas, ou 3 horas e 44 minutos.
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Exemplo 5

Num quintal h& galinhas e coelhos, ao todo 12 cabecas e 34 pés.
Quantos animais de cada espécie ha no quintal?

Ao todo sdo 12 cabegas:

000000000000

Se cadaanimal tivesse dois pés, teriamos, ao todo, 24 pés, ou melhor, represen-
tamos duas pernas para as galinhas e as duas pernas trazeiras dos coelhos:

QUYL

Mas sd0 34 pés ao todo. Os 10 restantes, 2 a 2, correspondem a coel hos:

QOAQRAGRAANS

S#do 7 galinhas ¢ 5 coelhos, portanto

lu,y phess i

;2}
41/

Observacéo final

Durante muitos anos, no ensino fundamenta, predominavam as seguin-
tes atitudes:
« aé a 5% Sie, problemas eram resolvidos com o uso, gpenas, daAritmética;
« da 6° série em diante, com aintroducio da Algebra, os problemas passavam

aser resolvidos, exclusivamente, por processos agébricos.

E nossa opinido que o raciocinio aritmético (nos exemplos, gpoiado por
figuras) deva continuar sendo culltivado, mesmo apos a introducéo da Alge-
bra, ou sga, nem 30 Algebra, nem sO Aritmética
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Numeros

Assunto da aula "adicdo de numeros relativos”

A primeira atividade "concre-
tiza" a nogdo de nimero ne-
gativo e a operacdo de adi-
¢80 com esses nimeros. E
interessante para ser propos-
ta logo que os nimeros ne-
gativos forem introduzidos.

A segunda pode ser propos-
ta desde a 5% série, como
um desafio. Ao longo do
ano pode-se propor aos es-
tudantes que tragam novas
solugdes, discutam os casos
mais dificeis...

!.:

R

()
¢

O publico: cerca de 40 garotos de 11 a 12 anos.
Naclasse, 5fileiras de 8 carteiras.

o
“

o

I

*«:
e
-

No inicio daaula o professor pediu um pequeno
dedocamento das carteiras para que a cada filera
correpondesse um corredor, como ho esquema &0
lado. Em seguida, pediu que umaretanumeradafos
e desenhada, com giz, no chéo de cada corredor e
nela se representassem os nUmeros de- 10 a+ 10.

O primeiro jogo que o professor endnou foi 0
seguinte:
- Um duno coloca-se namarcado "0",

- Outro duno d& umaingtrucdo do tipo "ande -
3", 0 duno que etavano "0" anda aé " - 3".

- Qutro duno va parao "0", a ordem "ande 5"
faz com que de se dedoque aé +5.

- Rapidamente todos gprenderam o jogo.

A brincadeira seguinte envolvia 3 dunos de cada
fileira (os outros controlavam) e condgtiano seguinte:

- um |° duno se colocava na marcado zero,
- um 2° duno dava as ordens,

59



- um 3° aluno registravano quadro negro, dividido em 5 colunas, o que esta-
va sendo feito.

O 2° aluno dava ordens do tipo: "ande - 2 e depois ande - 4 e diga
onde parou"”.

O 1° aduno executava as ordens e dizia: "- 6".
O 3° auno escrevia:
(-2) + (-4) = (-6). Isto era repetido:
"ande - 3, depois + 5 e diga onde parou” - resposta: +2 - registrava-se:
(-3)+ (+5) = (+2)

A brincadeira continuou bastante tempo, com envolvimento total da classe.
(Disse-me 0 professor que, as vezes, dividia cada fileira em 2 times: um time
dando as ordens, e o outro executando e registrando os resultados. Quando al-
guém errava, os times trocavam de papel).

Uns 10 minutos antes de terminar a aula, o professor pediu siléncio, dizen-
do que agora era a vez de ele entrar na brincadeira.Desenhou no quadro
negro a reta numerada.

L 1 L Lo 1 1 1 1 L L L Il L 1 1 -

i=T =6 -5 -4 =3 =2 -1 0 +]1 42 +3 +4 +5 +6 +7...

e perguntou a classe:
"Quanto é- 4 + 77"

Foi muito interessante observar o movimento que os garotos faziam com
0s dedos:

eogrito: +3.

Disse-me o professor que nas aulas seguintes sempre desenhava a reta
numerada no quadro negro mas, cadavez menos alunos precisavam mover
0 dedo para chegar ao resultado de uma adicdo. Aparentemente, os alunos
vao percebendo como efetuar as adigdes, sem que jamais o professor preci-
se dar areceita: "sinaisiguais, somae dao sina comum; sinais diferentes..."
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O problema dos quatro "quatros"

A primeiravez quevi o problemados quatro " quatros’ foi como aunade colégio.

O problema pedia que se escrevessem todos os nimeros inteiros de 1 a
100 com quatro "quatros".

44 4 4
0=44-44;, I=—; 2=—+—;
44 44 2 4 4
4
3:\/1+J—ﬂz; efc.

Ja como professora de Matemética, e durante muitos anos, nem meus
alunos, nem eu, conseguiamos escrever 33 € 41 com quatro "quatros”.

Mas, eventualmente, de tanto propor o problema, um aluno, um dia, trouxe
uma solucéo:

Wa 43
N7

€ anos mais tarde, outro descobriu que

33=

61l



Como e gqguando o0s
alunos utilizam
O conceito de
proporcionalidade

Lucia A. de A. Tinoco
Cat X

A seguir temos o relato de uma experiéncia rea-
lizada com alunos da 7- série trabalhando anogao
de proporcdo e apresentando as duvidas, inter-
pretagdes e modos de resolver que ocorreram aos
alunos envolvidos. A proporcionalidade € um dos
conceitos matematicos mais presentes na vida,
todas as pessoas passam por experiéncias que
possibilitam o contacto com algumas no¢oes des-
Se conceito ou, pelo menos, a constatacéo da néo
aquisicdo de tais nogoes.

A partir da observacdo de medidas de gran-
dezas proporcionais, que variam em situagdes do
quotidiano dos alunos, o grupo do Setor Matema-
tico do Projeto Fundéo acredita que o conceito de
proporcionalidade pode ser construido.

O trabalho dessa equipe envolve atividades
com escal g, receitas, merenda e outras coisas, ba-
seadas na vida real, todas orientadas no sentido
de levar 0 aluno a detectar os dados do problema
e organizé-los, de preferéncia em tabelas, para
melhor observar suas relages.

A experiénciafoi feita com turmas da 7% série
do ensino fundamental (12 a 14 anos).
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Um primeiro exemplo de tais atividades

Entregar a cada duno uma folha em branco a ser colocada num certo
canto da carteira

Entregar outrafolhanaqual estgjam desenhadas quatrofiguras A, B, Ce
D (ver Figura abaixo). Destas, gpenas duas, B e D, representam o tampo da
carteira com a falha no canto, em escalas, por exemplo, de 15 e 1/10. Na
primeira, A, afolha esta com as dimensdes proporcionais as dared, mas a
cateira ndo; e naterceira, C, a cateira eta reduzida corretamente, mas a
folha ndo.

Discutir com osaunos as respogtas a perguntas do tipo: qual (is) dasfigu-
ras poderia(m) ser uma fotografia da carteira com a folha? Por qué?

A partir de respostas (em geral corretas), como "a segunda, porque, nes-
saoutra, a folha esta muito comprida’ e outras, os aunos passam a medir
todas as dimensdes da figurared e dos desenhos. De inicio, essas medidas
S80 anotadas sem qualquer ordem e, aos poucos, 0s aunos sentem a neces-
sidade de alguma organizacdo. Sefor preciso, o professor sugere a utilizagdo
de tabelas. A partir dai, concluem que:

19 guando h& proporciondidade, toda vez que um nimero de uma Situacéo
fica multiplicado (ou dividido) por um nimero c, o correspondente da outra
Situaco também ficamultiplicado (ou dividido) por esse nimero c;

29) arazéo entre cada par de nimeros correspondentes nas duas situagies €
sempre constante.
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Essas conclusdes surgirdo com maior facilidade, dependendo da familiari-
dade do aluno com a situago apresentada, e da simplicidade dos fatores de
proporcionalidade. Afirmamos, também, que asegunda conclusdo é muito mais
dificil que aprimeira, ja que o conceito de razdo € construido lentamente.

Um outro exemplo de tais atividades
- Apresentar aos alunos o problema:

Para preparar a tinta, um pintor mistura, a cada 4 latas de tinta
concentrada, 6 latas de agua. Quantas latas de agua sdo necessarias
para dissolver 8 latas de tinta?

Deiinicio, os alunos sdo deixados livres pararesolver e discutir o proble-
ma. Depois, para melhor explorar a situacéo, o professor faz outras per-
guntas sugeridas pela tabela a seguir, que deve ser completada pelos estu-
dantes, pedindo a eles que explicitem, a cada linha preenchida, as opera-
¢oes que fizeram, perguntando, por exemplo: como foram obtidos os niime-
ros da 2- linha?

Tinta concenirada Tinta diluida

Observacfes quanto a reacgdo dos alunos

O auno que ndo tem nenhuma idéia de proporcionalidade podera respon-
der 10 na2®linhada2® coluna: "Jaque 4+ 2 =16, entdo faco 8 + 2= 10."

Para esse aluno, as quantidades s0 se ateram por meio de adi¢fes ou
subtracdes. Ele ndo pensa em multiplicagdes. Para permitir que o aluno per-
ceba seu erro, pode-se apresentar a ele outra tabela, como:

Tinta concenirada Tinta diluida

A respostana2?linhada 1% coluna, de acordo com o raciocinio aditivo, seria
0. Bastaria portanto, paraindicar o erro, perguntar ao aluno se ele ficaria com
agua pura.
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O raciocinio multiplicativo, necessario a construcéo da proporcionali-
dade, so é adquirido pelos alunos a partir de muitas experiéncias, as mais
variadas possiveis, desde que iniciando por situagdes que envolvam fatores
simples (o dobro, a metade, ...).

Por exemplo, naprimeiratabela, a2? linha serd obtida da 12, por meio da
multiplicagdo por 2, bem como a 3% linha, por meio da divisdo da 1% por 2.

Além dos fatores envolvidos, o tipo de nimeros que aparecem nos dados
ou nos resultados influi decisivamente no desempenho dos alunos. Ainda ob-
servando a primeiratabela, a dificuldade na 4° linha surge, ndo porque envol-
va fatores complicados (ela pode ser obtida da 3° por reducédo a metade), mas
porque aresposta € um ndmero fracionario (3/2 ou 1,5).

Modelo aditivo X modelo multiplicativo

Embora reconhecendo que a decomposicéo dos dados em parcelas e a
utilizagcdo de multiplicagdes por fatores bem simples € suficiente para os
alunos resolverem a grande maioria dos problemas a eles apresentados,
deparamo-nos com duas questfes, a saber:

(@) Os alunos, que resolvem os problemas de proporcionalidade pelo
modelo aditivo (decomposicdo em parcelas), sabem por que podem
fazer iss0?

(b) E aconselhavel levar alunos a resolver tais problemas pelo
reconhecimento da igualdade de duas raz0es?

A esse respeito, relataremos, a titulo de exemplo, entrevista feita com
aluna da 7% série, ao final do estudo do tépico de proporgdes.

Ressaltamos a importéancia do método de entrevista para melhor conhe-
cer o raciocinio do estudante, mas lembramos que o exemplo aqui apresenta-
do ndo deve ser encarado como um modelo a ser repetido. Outros alunos
daro outras respostas e outras respostas exigem novas perguntas.

E: entrevistador. A: aluna.

E - Resolva esse problema:

Numa creche, 4 litros de leite ddo para preparar 22 mamadeiras iguais.
Quantas mamadeiras iguais a essas poderdo ser preparadas com 10
litros de leite?
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A dificuldade essencial, nesse caso, € reconhecer 10 como um mdltiplo de
4: muitos alunos acreditam que ndo existe um nimero que multiplicado por 4
dé 10.

Td dificuldade é contornada pelo uso do modelo aditivo.

4 — 22
A
10 — 355

55 mamadeiras

E - Explique o que vocé fez.

A - Se 4 litros d&o 22 mamadeiras, 4+ 4= 8ddo 22+22=44e 2 ddo 11
mamadeiras, logo, 10 litros ddo 55 mamadeiras.

E - Por que vocé fez assim?

A - Porque é mais facil.

E - E sempre possivel resolver assim?

A - Depende do problema.

Para refletir sobre a questéo, o entrevistador apresenta a aluna outro
problema.

Com 24 metros de brim, podem-sefazer 16 calgas iguais. Quantas cal-
¢as iguais a essas podem-sefazer com 15 metros do mesmo tecido?

A-No primeiro, eu multipliquei, e agora, de 24 para 15 n&o posso multiplicar.
Ent&o a resposta é 7.

E - O que vocé fez?
A-24 menos 16 da 8. Entdo diminui 8 de 15.

E - Observe o outro problema:

Com 24 metros de brim, podemsefazer 8 calgas iguais. Quantas cal-
¢as iguais a essas podem-sefazer com 12 metros do mesmo tecido?
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A - (corretamente) 4, porque 12 € ametade de 24.

E - Pdo mé&odo do problema anterior vocé teria: 24 menos 8 da 12
e 12 menos 12 da zero!

(A percebeu logo, e sozinha, que ainda estava errada).

E - Vamos tentar ver a razéo congtante. Na primeira sStuagéo ...
A-24 merose 16 cdcas

E - Se eu pedisse para vocé achar o pano gasto em cada calga, 0 que
vocé faria?

A - 24 dividido por 16.

E-lssoé 2.
16

E - Agora na ssgunda Stuagdo: 15 metros e x calgas. Qual é a conta?
A - N&o da para fazer; eu ndo sai quanto € esse X.
g

A - Entdo é 15 dividido por esex. h

E - Faz de conta que vocé sabe. .'

E-Entdo é 13, certo?

X
A - Certo. s
24
E - (Apontando para " )

Is0 ndo € o pano de cada calga?
A-E.

E - (Apontando o % 2

Isso aqui também é?
A-E.
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E - As calgas sdo iguais?

A - So.

E - Posso escrever um igual ao outro?

A - Pode.
24 15

E: —=—
i6 X

Agora vocé pode resolver.
A (demonstrando dificuldade no produto "em cruz"):

24x=16 x25

24 3 3

16x25 2x25 350
= = =

Conclusbes
As dificuldades apontadas inicialmente sdo reais.

N&o se deve impor a solucdo dos problemas de proporcionalidade di-
reta pela igualdade de duas razdes; a solucdo pela decomposicéo em par-
celas é védlida (como outras ndo analisadas aqui).

O importante é que, ao utilizar qualquer método, o aluno saibapor que
pode utilizé-lo.

E importante que o aluno saiba que existe a solugéo rnais econémica da
propor¢ao, para que possa optar por €la, sejulgar necessario.
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Regra de trés
composta

Apesar de a "regra de trés composta" ser tratada

Os problemas sugeri- em textos didaticos e jater sido discutida em vérios
dos aqui trabalham o , . .

Lo numeros da RPM, nossos |eitores continuam con-
raciocinio do aluno X
para que ele apreenda sultando-nos a respeito de problemas envolvendo
a idéia que esta portras proporcionalidade, como os problemas A e B abai-
da regra de trés. E inte- x0. H&vérios modos de resolver problemas e

t z

ressante propor 0s cada autor, bem como cada professor, acha, & claro,
problemas e discutir di- . s
ferentes formas de gueo "seujeito” éomehor. Voltamosao tema, apre-
soluciona-los. sentando duas soluges aternativas para cada um

dos problemas A e B, consideradas, é claro, como
as "melhores” pelos seus autores.

Problema A

21 pintores, trabalhando 8 horas por dia, pin-
tam um edificio em 6 dias. Nas mesmas condi-
¢des, quantos dias serdo necessarios para que 9
pintores, trabalhando 7 horas por dia, pintem o mes-
mo edificio?

Resolucéo 1

Sempre é possivel resolver esse tipo de pro-
blema com a chamada "reducéo a unidade", que
consiste no seguinte:

21 pintores, trabalhando 8 horas por dia, pintam
o edificio em 6 dias;
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1 pintor, trabalhando 8 horas por dia, pinta "21_1 do edificio em 6 dias;

1 pintor, trabalhando 1 hora por dia, pinta *ZLI x % do edificio em 6 dias;

1 pintor, trabalhando 1 hora por dia, pinta L x -EIE % 1 do edificio em 1 dia;
6

21

9 pintores, trabalhando 7 horas por dia, pintam 9 x7x 1,111 do

edificio em 1 dia. 21 8 6 16

logo, 9 pintores, trabalhando 7 horas por dia, precisasm de 16 dias para
pintar o edificio todo. F&cil, ndo é?

Resolucéo 2

Montando uma equagdo algébrica que exprime a dependéncia entre as
variaveis envolvidas no problema:

Sgjam p 0 nimero de pintores, h o nimero de horas que eles trabalham
por dia e d o nimero de dias. O produto phd é o ndmero total de horas
trabalhadas; logo, deve ser 0 mesmo nas duas situactes descritas, isto &,

21x8x6 = 9x7xd,

21 .
de onde d=-——§x—§?i§-=16 dias.

»

Pronto, terminou o problemal Lembre-se: regra de trés (simples), diretaou
inversa; ndo passe de uma equagdo algébrica simples e facil de resolver.

Problema B

Se 10 maquinas, funcionando 6 horas por dia, durante 60 dias,
produzem 90 000 pecas, em quantos dias, 12 dessas mesmas maquinas,
funcionando 8 horas por dia, produzirdo 192 000 pegas?
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Resolucéo 1

Novamente, € possivel resolver esse problema com a chamada "redu-
¢do aunidade":

10 maquinas 6 horas por dia 60 dias 90 000 pegas
1 méaquina 6 horas pordia ;. 60dias 9 000 pecas
1 maquina 1 hora por dia 60 dias 2000 pecas
6

1 maquina I hora por dia 1dia 1500 25 pegas

60
12 maquinas 1 hora por dia 1 dia 12 X 25 = 300 pegas
12 méguinas 8 horas por dia | dia 8 x 300 = 2 400 pegas

Entéo, 12 méaquinas, trabalhando 8 horas por dia, fazem 2 400 pegas.
Logo, para produzir 192 000 pegas serdo necessarios

192000

— 80 dias.
2400 1as

Resolucéo 2

Montando uma equagdo algébrica que exprime a dependéncia entre as
variaveis envolvidas no problema:

Sgjam m o nimero de maquinas, h o nimero de horas de funcionamento
por dia, d o nimero de dias, e p 0 nimero de pegas produzidas.

Se k é o nimero de pegas que cada maquina produz por hora, temos:

p=kxmxh xd
()]
p

“mxhxd :
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Substituindo na equacdo obtida as duas seqiiéncias de valores dadas no
problema, temos:

90000 192000

T ks,

10 x 6% 60 12x8xd
AR 10x6x60x 192000 -
de onde d= = Hx b4 =30

9000012 <8

VOCE SABE POR QUE FUNCIONA?
Considere os exemplos abaixo:

867 8281

86-9X7=23 828-9X1 =819
81-9x9 =0

23 nao é divisivel por 13, logo 867

também ndo. 0 é divisivel por 13, logo 8 281
também é.

36 546 77741

7774-9X1=7765

3654-9x6 = 3510
776 -9 X5 =731

351-9X0=351

35-9X1 =26 73-9X1=64
23 é divisivel por 13, logo 36 546 64 néo é divisivel por 13, logo 77
também é. 741 também néo.

Que regra os exemplos sugerem? Como provar que € verdadeira ou ndo?
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Uso inteligente

Atividades envolvendo o uso
da calculadora podem con-
tribuir para motivar diversos
tépicos do conteudo. Esta
atividade em particular trata
de "nUmeros grandes" e de
como contornar as limita-
¢Oes impostas pela calcula-
dora.

E preciso que o estudante ja
domine a notagéo de potén-
cia para descrever nimeros
grandes. E interessante
enfatizar que a calculadora
é uma ferramenta com limi-
tacdes que podem ser con-
tornadas, se usarmos nos-
sos conhecimentos. Outra
possibilidade é explorar nes-
sa atividade numeros sur-
preendentes como: distan-
cia da Terra ao Sol, distan-
cia de Plutdo ao Sol etc. O
professor de Ciéncias pode
ter boas sugestdes de "nu-
meros grandes".

da calculadora

Hideo Kumayama

Introducgéo

Segundo uma conhecida lenda originéria da
india, o rei Shirham recebeu de presente do gréo-
vizir Sissa Bem Dahirumjogo de xadrez, inven-
tado por ele proprio. De imediato, o rel decidiu
retribuir essa dadiva, mas ndo sabia como. As-
sim, o rei deixou a escolha da recompensa a cri-
tério dovizir, o qual pediu: Majestade, dé-me um
grao de trigo correspondente a primeira casa do
jogo de xadrez, dois gréos correspondendo a se-
gunda casa, quatro a terceira, € assim sucessi-
vamente, sempre dobrando o ndmero de graos,
até a 64° casa. O rei ficou espantado com a sim-
plicidade do pedido, porém mais surpreso ainda
ficou quando constatou que ndo conseguiria
satisfazé-lo, pois 0 nimero total de gréos no ta-
buleiro, a saber, 2% - 1, é um nimero imenso.
De fato, usando uma calculadora cientifica com
12 digitos no visor, obtém-se para esse nimero
1,84467440733X 10",

Esse exemplo é muito usado em aula, especi-
almente no estudo de progressdes geométricas.
Porém os alunos muitas vezes se perguntam: Mas
o nimero 2% - 1 n&o é inteiro? E possivel, com a
calculadora determinar todos os algarismos des-
se nimero? A resposta é sim.

Primeiro observa-se que o resultado forneci-
do pela calculadora é

73



2% = 1,84467440737 X 10'= 18 446 744 073 700 000 000. Narealidade, isso
€ uma aproximagado do verdadeiro resultado, dada aimpossibilidade de a cal-
culadora exibir todos os 20 algarismos desse nimero inteiro. Temos que nos
precaver ainda contra o fato de que o Ultimo 7 pode ndo ser exato; ele pode
ter sido aproximado para cima. (Por exemplo, se vocé preparar sua calcu-
ladora para trabalhar com 4 digitos no visor, elavai dar; 2% = 1,845 X 10%,
Alguém poderia erradamente concluir que o quarto algarismo de 2 é 5, quan-
do naredlidade € 4, que foi aproximado para 5 porque o seguinte era 6 >= 5,)
Portanto, o que sabemos mesmo é que 2% = 1,84467440737 xxx XXX Xxx. N0Ss0
objetivo é descobrir quais sdo os 9 Ultimos al garismos desse niimero, sendo o
primeiro deles igual a6 ou 7.

Uma forma de proceder € a seguinte.

A calculadoracom 12 digitos no visor consegue exibir todos os algarismos de

22=4294 967 296 = 42 949 X 10° + 67 296.

Denotando-se a =42 949 ¢ b = 67 296, tem-se;

2= (220 = (a X 10°+ b = & X 10" + 2ab x 10° + 42,

A primeiraparcela é um inteiro terminado em 10 zeros e, portanto, nao
vai influir nos Gltimos 9 algarismos da soma. Os nimeros 2ab e b?
podem ser calculados na calculadora, obtendo-se 2ab X 10° + b? =
= 578 059 180 800 000 + 4 528 751 616. Neste ponto, ndo adianta fazer
essa soma na calculadora, porque a primeira parcela ndo cabe no visor.
Como porém estamos interessados apenas nos 9 Ultimos algarismos des-
se numero, fazemos: 180 800 000 + 528 751 616 = 709 551 616. Conclui-
se finalmente que 2** = 18 446 744 073 709 551 616.

A propésito de exercicios, o leitor pode experimentar outras maneiras de
decompor 2% em parcelas. Vera que algumas funcionam melhor que outras.
Por exemplo, na decomposicéo 2*2 = 429 X 107 + 4 967 296, o quadrado da
segunda parcela ndo cabera no visor.

O que acontece, se sO dispusermos de uma calculadora "do feirante",
com apenas 8 digitos no visor? Neste caso, j& 2*? ndo cabe no visor, apare-
cendo 42,949672 e 4,2949672 X 10°.

Em primeiro lugar, deve ser lembrado que é perfeitamente possivel calcu-
lar rapidamente poténcias nesse tipo de calculadora. Em seguida, pode-se
usar um procedimento andlogo ao precedente, partindo de 2'° = 65 536, para
determinar os 3 algarismos de 2% = 4 294967 xxx.
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Por exemplo: 2%=(2%)? = (65x 10° + 536)°=4225x 10° + 69 680 '10° + 287296.
Aqui, aprimeraparcelaterminaem 6 zeros e asegunda, eém 4 zeros. De modo
que os 3 tiltimos dgarismos de 2% s30 296 e, portanto, 2% = 4 294 967 296.

Na cal culadora de 8 digitos no visor, 0 nimero 2* aparece como

1,8446744 X 10°= 18 446 74X XXX XXX XXX XXX,

e precisamos descobrir seus 13 Ultimos agarismos. Agora, néo adianta de-
compor 2% como feito anteriormente, pois aparecerd nimeros com mais de
8 agarismos.

Um caminho promissor é decompor 2% em 3 parcelas convenientemente
escolhidas e, em seguida, utilizar aformula

£is

(a+tb+c¥=a+ B+ +2ab+ 2ac + 2be, Assim:

2% = (2997 = (4 294 X 10° + 967 X 10° + 296)*. Agora, a calculadora
permite calcular:

i 4294% 107 = 18438 436 000 000 000 000
T 2 X 4294 X 967 X 10° = 8 304 596 000 000 000
(9672 + 2 X 204 X 296) X 105 = 3477137000000
2 X 967 X 296 X 10° = 572 464 000
2962 = 87616 -
200 = (8446 744 073709 551 616

Esperamos que exemplos estimulem o leitor ausar inteligentemente
a sua calculadora, para superar as limitagBes desse instrumento.

75;5



Algarismos romanos.
Uma aula diferente

Uma atividade ladica que
explora a competitividade
natural entre as criangas,
por meio de um jogo, para
estudar os algarismos ro-
manos.

LTITREE, ool
R R RN
araagannan 0t

Marcia de Oliveira Rebello
Roséngela Tortora

N&o deve existir um método "6timo" para mi-
nistrar aulas, que torne todas elas interessantes
e que faca com que todos os alunos gostem e
aprendam Matemética.

Sabemos, porém, que, ocasiona mente, uma
aula diferente, por quebrar umarotina, estimulao
interesse dos alunos e facilita o aprendizado.

O equivalente, em Matemética, a"palavra cru-
zada" foi por nés aproveitado paraministrar, numa
5- série, uma aula de fixagdo sobre algarismos ro-
manos, aproveitando o gosto que criangas, nafaixa
etaria dos 11 anos, tém por jogos competitivos.

Procedemos da seguinte maneira:
1. dividimos a classe em dois times;

2. colocamos as colunas "horizontais" e "verti-
cais" na parte central da lousa;

3. copiamos um quadro para cada time;
4. estabelecemos as regras do jogo:

a. cada aluno pode escolher arbitrariamente qual-
quer questdo;

b. dada a partida, um primeiro aluno, de posse de
um giz, deverair alousa, responder a questéo que
escolheu, voltar ao seu lugar e entregar o giz ao
colega seguinte. Este podera colocar a resposta
de uma outra questdo, ou corrigir uma quejulgue
estar errada; cada aluno, apds colocar sua res-
posta no quadro, entregara o giz ao seguinte, que
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devera proceder da mesma forma;

c) o time que terminar primeiro de preencher seu quadro, corretamente,

serd o campedo do dia.

Escreva com algarismos arabicos:

Horizontal Vertical
1. MMDCXXI 1. MMDL
4. CDXXXV 2. DCXLVIII
8. DXLI 3. MMCLXXV
9. MMMXL 4, XL
10. DLXXXVII 5. MMMCDLXXVIII
11. DCCVII 6. D
13. DCXXXVIII 7. LXXXIX
14. XClI 9. CCCXLVI
17. CXII 12. DCCXCI
18. CMXLVI 15. MMCCXXII
20. CCCXXIV 16. MMMCDLXXXIX
22. DLXXXIII 17. MCDII
23. MMMXLII 18. CMLI
24. MCMLXXIV 19. DCXXXVII
25.CMLII 21. CCXXXV
Observacéo

Nenhum duno deverd ir a lousa pda segunda vez, antes gque todos os outros do sau

time tenham ido uma vez a0 menos.




Magicas

Adivinhacao

Pede-se para aguém pensar em um nimero de

Duas "magicas™ intrigan- varios algarismos e somar esses agarismos.

tes que levam ao estudo

do critério de divisibili- Em seguida pede-se que a pessoa subtraia a
dade por 9. A brincadei- goma do nlmero pensado

ra da caixa de palitos de

f6sforos pode ser feita A pessoa deve entdo ocultar um algarlsmo
pelo professor na sala de desse Ultimo resultado obtido e informar o valor

aula e utilizada desde a
5% série.

da soma dos agarismos restantes. Com iss0 0
proponente da brincadeira "adivinha' o dgaris-
mo que foi ocultado.

Exemplo
NUmero pensado: A= 6435879

4-8=

=6435879 - (6 +4+3+5+847+9)=
bR
=06435879 - 42 = 6435837. i .~

: A pessoaoculta, por exemplo, o dgarismo 8 e
+ + fornece a soma dos outros que é

L,

':G) 6+4+3+5+3+7=28.

Proposu;ao Seja 4 um nomero natural formado pelos w @, By d,. SeS=a
+a,+..+a,entdio 4 - S ¢é um mukiplo de 9.
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Como a soma de todos os algarismos deve sr um multiplo de 9,
"adivinha-se" que 0 dgarismo ocultado é 8, umavez que 28 + 8 = 36.
Demonsgtracéo
A demonstracdo do resultado utiliza a representac@o decimad do ndmero A:

4=10""a + 107, + ..+ 10g_ +a,

A-5=(10""~Da, +(10* - )a, + ...+ 9a_ +a_, que ¢ um miltiplo de 9.



De ouvido

Alexandre Kleis

M eu irméo faz uma brincadeira com uma caixa de fésforos muito curiosa
Ele pega uma caixa, dessas comuns, e conta quantos fésforos ha — 40,
digamos. D& a caixa a alguém e pede que este retire, as escondidas, um certo
ndmero de palitos; em seguida, que some os algarismos deste nimero e repo-
nha esta quantidade de palitos. (Por exemplo, retira 25 palitos erepbe 2 + 5 =
7 palitos.) Ai, vem o surpreendente: pega a caixa, balanca-a, ao lado do
ouvido, faz uma cena e vaticina: "Ha 22 palitos na caixal" (para o exemplo,
0 que é certo: 40 - 25 + 7 = 22).

Notem: ele ndo viu nada, ndo teve nenhuma informacdo e, apenas pelo
som dos palitos dentro da caixa, descobre a quantidade deles.

O segredo é smples. Sgam x e IN e x a soma dos agarismos da representacéo
decimal de x. Ora, retirar x palitos e repor x palitos equivale aretirar x- X
palitos. Como se sabe, x e x tém 0 mesmo resto quando divididos por 9, logo
X - X € multiplo de 9. Deste modo, esta se retirando sempre um nimero
multiplo de 9 dacaixa. Se élacontiver 40 palitos, teremos:

Retirando ..- sobram
0 —» 40
9 —» 31
18 ———» 22
27 —— 13

36 —» 4

Tudo consiste entdo em setreinar o ouvido paraidentificar, peloruido, ascinco
possivel's respostas!
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Esta "brincadeira" pode ser
apresentada a estudantes de
qualquer nivel. No entanto,
para um estudante ja famili-
arizado com a nogdo de po-
téncia, é mais facil explicar
em que se baseia a "magi-
ca". Uma proposta interes-
sante é s6 apresentar as ta-
belas com os nimeros de 1
a 31 e sugerir aos estudan-
tes que eles mesmos colo-
quem os numeros de 33 a
63 nas tabelas.

N

Indiscreto

Idéia para uma feira de ciéncias

Um visitante que se apresenta para o teste é
convidado pelo aluno "adivinho" adizer, dentre as
sais listas abaixo, de 32 nimeros cada, em quais
delas esti asuaidade. Imediatamente o aluno adi-
vinha a idade.

Como? Basta somar 0s primeiros nimeros das
listas que o voluntério apontou.

Vejamos por que:
Um mimero #, entre | ¢ 63, pode ser escrito como
n=aXx2+a Xl taxXxP+aX2l+aX2+a,

sendo os nameros a,q, ... a; iguaisa 0 ou l{e,
neste caso, a representagio do nimero » em base

2 é, exatamente, aa,a.a,aa,).

Por exemplo:

33=32+1=2°+1=12°+0.2'+0.2° + 0.22% 021+ 12° = (100001),

r.

63=32+16+8+H4+2+1=125+ 124+ 1.2+ 1.2+ 12+ 12°=(111111),

Pois bem, na primeira lista do adivinho estdo
0s nmeros para os quais a = 1, isto é agueles
gue terminam em 1 quando escritos em base 2; na
segundallista estdo os niUmeros coma; = 1, ou sgja,
aqueles, entre 1 e 63, que tém 1 na segunda casa
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da direita para a esquerda, quando escritos em base 2; na terceira lista estéo
aqueles para os quais a; = 1, e assim por diante.

Eis as listas do adivinho.

1|33 2134 4 | 36 8 |40 16 | 48 32| 48
3|35 3|35 5 | 57 94 17 | 49 33 | 49
5 |37 6 | 38 6 | 38 10| 42 18 | 50 34| 50
7 |39 7139 7 |39 11| 43 19| 51 35| 51
9 |41 101 42 12 | 44 121 44 20 | 52 36| 52
11| 43 11| 43 13| 45 13| 45 21|53 37 | 63
13 | 45 141 46 14§ 46 14 | 46 22| 54 38 | 54
15| 47 151 47 15} 47 15| 47 23|55 39| 55
17 | 49 18 | 50 20 62 24 | 56 24 | 56 40 | 56
19| 51 19| 51 211 53 251 57 251 57 41 | 57
21| 53 22 | 54 | 22| 54 26 | 68 26| 58 42 | 58
23 | 55 23| 65 23| 65 27 | 59 27 | 59 43 | 589
25 | 57 26 | 58 28 | 60 28 | 60 28 | 60 44 | 60
27 59 27 | 59 29 | 61 29 | &1 29 | 61 45 | 61
291 61 30 62 30, 62 30 | 62 30 ] 82 46 | 62
31| 63 31|63 31|63 31|63 31, 63 47 | 63

Essas listas de nUmeros podem ser feitas em tiras, todas iguais, de car-
tolina, lembrando um baralho, para melhor manuseio e a soma dos primei-
ros ndmeros pode ser feita de cabeca. O aluno deve fazé-la bem. Talvez
sgja melhor que dois alunos se encarreguem de fazé-la para conferir entre
si, antes de conté-la ao visitante.

E claro, agora, porque cada idade € igual & soma dos primeiros nd-
meros de cada lista em que ela esteja, ndo?

Talvez valesse a pena estender a tabela até 100 pelo menos, ou 127,
para atender os avés que venham visitar a feira. Quais as modificacfes
gue precisam ser introduzidas?
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Poligonos de palitos
de sorvete

Luiz Marcio R Imenes

. Com palitos de sorvete e percevejos, os alunos
Que tal levar os alunos a . , . L,
cantina da escola ou a pada- podem construir poligonos variados. quadriléteros,
ria vizinha para comprar um tridngul os, pentagonos etc.
picolé? Depois é s6 usar 0s
palitos para estudar proprie-
dades de poligonos regula- RIS
res e dos obtidos por trans-
formacgdes deles.

. Com este material simples, podemos trabal har
. conceitos, propriedades e idéas importantes. Ve
jamos alguns exemplos.

1. Com excecdo do tridngulo, todos os demais
poligonos de palitos ndo témrigidez. O quadri-
latero, o pentdgono, o hexagono etc. sao
deforméveis.
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O de quatro lados pode ser um quadrado que se transforma num losango
(mais ou menos achatado). O de cinco lados pode ser um pentégono néo
regular, que se tornaregular e depois pode ficar ndo convexo.

2. Como todos os palitos tém o mesmo comprimento, cada um dos poligo-
nos construido é equilétero, isto &, tem todos os lados iguais. Mas, com
excecdo do tridngulo, a igualdade dos lados ndo acarreta a igualdade
dos angulos. Em outras palavras, excetuando o triangulo, um poligono
equildtero ndo é necessariamente equiangulo.

3. Esta transformagéo do poligono de palitos preserva a igualdade de seus
lados. Preserva também o seu perimetro, mas ndo conserva sua area.

4. A rigidez do tridngulo de palitos tem a ver com esta propriedade: os trés
lados determinam o tridngulo.

A auséncia de rigidez dos demais poligonos corresponde ao seguinte: um
poligono, com quatro lados ou mais, néo fica determinado apenas pelos
seus lados.

5. A rigidez do triéngulo tem muitas aplicacdes préticas. Ela explica a pre-
senca dos tridngulos nas estruturas, de madeira ou ferro das construcoes.

Explica também a travessa usada nos port6es.

~ q q My 7 q
."_-""o:o_o._q'
- ]

NN

R
N

o'—o—'_’_'h'
tesoura de telhado | U U u u LI

portéo com travessa

Enfim, este material simples permite explorar muitas idéias interessantes.
Ele pode ser usado no trabalho de sala de aula ou nas feiras de ciéncias.
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Uma interpretacao
geométrica do MMC

As duas atividades propos-
tas sao interessantes para o
aluno "visualizar" o MDC e
o MMC. Podem ser apre-
sentadas sem dizer ao alu-
no que se trata de MDC e
MMC, deixando que ele
mesmo faga a descoberta e
se pergunte porque o méto-
do funciona.

Mario LUcio Cardoso

Otanio Alves Gongalves

Apobs aleiturado artigo do professor Zelci Clasen
de Oliveira, na RPM 29, sobre uma interpreta-
¢do geométrica do MDC, ficamos pensando so-
bre a possibilidade de uma interpretacdo geomé-
trica também para o MMC.

Apobs algumas tentativas encontramos uma
maneira de achar o MMC de dois nimeros natu-
rais m e n, sem efetuar operacdes e utilizando
apenas a contagem. O método € o seguinte;

1) Tomemos um reténgulo ABCD de lados m e n.
O retangulo devera estar subdividido em qua-
drados unitarios.

2) Partindo de um dos vértices do retangulo, tra-
camos as diagonais dos quadrados unitarios
observando a seguinte ordem:

a) tracamos a diagonal do quadrado que tem o
vértice coincidente com o vértice escol hi-
do do retangulo.

b) tracamos, a partir do vértice no qua para-
mos, as diagonais dos quadrados que tém
um angulo oposto pelo vértice com o qua-
drado anterior ou, na auséncia desse qua-
drado, tracamos adiagonal do quadrado ao
lado e a partir do vértice onde paramos.

c) As diagonais dos quadrados unitérios de-
vem ser tragadas até que se chegue a um
dos outros vértices do retangulo ABCD.
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d) Contamos quantos quadrados tiveram suas diagonais tragadas. O nu-
mero encontrado é o MMC de me n.

Exemplos:

* MMC de 5 e 10 (iniciando, por exemplo, em A).

Observe que 10 quadrados tiveram suas diagonais tragadas.
* MMC de 3 e 5 (iniciando, por exemplo, em C).

Observe que 15 quadrados tiveram suas diagonais tragcadas.

A B A B

D c D C

* MMC de 4 e 6 (iniciando, por exemplo, em D).

Observe que 12 quadrados tiveram suas diagonais tragcadas.

.'-"-A RN A B

D C

O meétodo se baseia nos fatos: ao partirmos de um vértice do retangulo e
chegarmos a um outro vértice desse mesmo retangulo, tragamos diagonais
de um ndmero de quadrados que corresponde aum maltiplo tanto de m quan-
to de n; parando no primeiro outro vértice do retangulo ABCD, estamos de-

terminando o minimo dentre os multiplos comuns de me n.
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Como obter o MDC e o
MMC sem fazer contas?

As duas atividades propos-
tas sao interessantes para o
aluno "visualizar" o MDC e
o MMC. Podem ser apre-
sentadas sem dizer ao alu-
no que se trata de MDC e
MMC, deixando que ele
mesmo faga a descoberta e
se pergunte porque o méto-
do funciona.

Marcelo Polezzi

Ha algum tempo atras tive a oportunidade de ler
dois artigos interessantes na RPM, os quais tra-
tam de encontrar métodos geométricos para cal-
cular o MDC e o MMC entre dois nimeros. Fi-
quei entusiamado e percebi que poderia produzir
um novo método, espantosamente simples, que
permitisse obter, quase ao mesmo tempo, o MDC
e o MMC.

O método baseia-se essencialmente em um ar-
tigo que publiquei, que traz umaférmulaexplicita
parao MDC e o MMC entre dois nimeros. Meu
objetivo agora € mostrar como se obtém o MDC
e 0 MMC, usando apenas contagem.

O método

1. Considere um retangulo de lados, com medi-
das inteiras a e b, dividido em quadradinhos
unitérios.

2. Trace uma das diagonais do reténgulo, mar-

cando-a nos pontos que sdo vértices de algum
quadradinho unitério.

3. Conte em quantas partes esses pontos divi-
dem adiagonal: esse nimero d € o MDC(a,b).

4. Trace linhas verticais (horizontais), passando
por cada um dos pontos que vocé marcou, unin-
do dois lados opostos do retangulo. Conte o
nimero de quadradinhos unitarios existentes
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em qualquer um dos d reténgul os determinados por essas linhas verticais
(horizontais): esse nimero m € o MMC(a,b)-

A figura a seguir ilustra o procedimento paraa= 12 eb = 21.
A diagonal estadivididaem trés partesiguais, logo, 3 = MDC(12, 21).

O ndmero de quadradinhos existentes em qual quer um dos trés retangul os
€7 X 12, logo 84 = MMC(12, 21).

2

14

Judtificativa ~
Se d = MDC (a,b), exisem inteiros u e v
tasquea=due b= dv, comu e v primos b @d
entre §.

Condderando um sstemade eixosortogonais
com a origem num dos vértices do retangulo,
como na figura, a equacdo da reta que contém
adiagona considerada é

v
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Logo, pertencem adiagonal os pontos (0, 0); (u,v) pois

é:.‘_’ s 2u, 2v); .
a u

(du, dv) = (a, b), ou seja, d+ 1 pontos de coordenadas inteiras, igualmen-
te espacados.

Para verificar que sdo apenas esses 0s pontos da diagonal com coordena-
das inteiras, suponha que (p, q) pertenca a diagona e tenha coordenadas
inteiras. Ent&o,

b i
g=—p=—p-.
a u

o que implicaqu = vp e, sendo MDC(u, v) = 1, vem que g = rvep = ru, com
O<r<d
Logo, adiagonal fica dividida em d pedagos iguais.

Como os d+ 1 pontos sdo igua mente espacados, os d reténgul os obtidos no
item 4 tém amesma &eam. Logo, md = ab, o0 que mostra que m= MMC(a, b),
em é também o nimero de quadradinhos contido nos retangul os.

Observacéo

Se o interesse for calcular apenas o MMC, basta tracar uma linha ver-
tical, passando pelo ponto descrito no item 2 que sga 0 mais proximo do
vértice superior atingido pela diagonal e contar os quadradinhos existentes
no menor retdngulo determinado por linha vertical.
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Raiz quadrada sem
contas ou calculadora

José Luiz Pastore Mello

O artefato proposto aqui é Introdugao

bastante simples e interes- Vamas condruir, usando papd milimetrado, pa

ji:;fr CI’OS ;T'] unos s:lzedrz pel transparente, régua e compasso, caculadoras
ui- u )Y .

aula como parte da ativida- parao cz:_icul_q de'raz quadrada. Apreeentaremos

de. Pode ser apresentado ao também judtificativas para sau funcionamento.

estudante que ja conhece a

nocgao de raiz quadrada ou

pode servir como motivador ~

dessa definicdo. Uma vez Construgao

que a atividade de "extrair a 1. Marque numafolha de papel milimetrado dois
faiz quadradar, utilizando o @X0s ortogonais e uma unidade de medida.

artefato esteja dominada, é
natural a curiosidade como

o artefato funciona? 4

Tudo estd baseado no 3----'r“":'--.:'--—f-..f---r..-r"':”--:
Teorema de Pitadgoras e, ' ' i ' ' ! t ' .
. g . 2t---t===t=-==f---F-==t---p===ft--=fF---|
com um pouquinho de esti- N N N ' ' 1 ) : '
mulo, o aluno pode tentar 1 ' ' 1 ¥ ! ' ' .
i P ’ 1pr==p===p«=--fp=-=p===p===p===fF=-==f---1
descobrir isso sozinho. ' \ \ \ H ) f N f
F ] ] ] t 3 ] ] i L]
1 1 2 3 8 9

4

Considerando gue os valores do eixo das or-
denadas nos daréo o resultado daraiz quadrada,
deve-se escolher a escda de acordo com os ob-
jetivos do clculo e da preciso desgjada

Numa folha de papd transparente desenhe
uma linha reta graduada usando a mesma unida
de usada no dgema de eixos e faga um furo a

s

furo

i a M " |
T T r T
£ ¥ L]

ey 5
e 3
£

%0



Fixe o furo no ponto F = (%, 0) marcado no sistema de eixos ortogonais.
A calculadora para estragdo de raiz quadrada esta prontal

L3

Escolha um nimero no papel transparente, por exemplo 0 9, e sgaP o ponto
correspondente a esse nimero. Gire a reta no sentido anti-horério, até que a
abcissa de P sga igud a0 nimero escolhido, 9: a ordenada de P serd araiz
quadradado nimero, no caso o nimero 3.

Vocé sabe por que o artefato funciona? Um modo de justificar &

Pelo teorema de Pitégoras no triangulo AFPQ, (Y4, 0), 0= (1, 0), P=(n, )
obtemos a igualdade

que implicay? =nou y,= Jn .

2. Um outro mecanismo para extragéo de raiz quadrada pode ser construido
do seguinte modo:

Desenhe em papel milimetrado uma reta horizontal graduada de 0 a 100,
que sera o diametro de uma

circunferéncia de raio 50. 35 4095 5055 oo He

Trace linhas verticais de zs/m/’- /{@!\?s

cada ponto da gradacéo até 5 /2”/ A1 \su &5

a circunferéncia. Desenhe 0 /ﬁ /&/ ' w 90
numartira de papel transpa- 11 :

rente uma reta graduada 5 /"f/ : 93
com escala 10 vezes maior 171, :

que a utilizada no papel "f/ :

milimetrado e fixe aorigem d :

da tira na origem do siste- 3 .

ma, no papel milimetrado. 510 15 20 2§ 30 35 40 45 50 55 60 365 70 75 40 8BS 90 95 100

&4
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O mecanismo esta pronto. Para calcular a raiz quadrada de um ndmero
indicado na reta horizontal, basta girar a tira de papel transparente até o
ponto da circunferéncia que encontra a vertical que passa pelo niimero esco-
Ihido. A raiz quadrada do nimero estara indicada natirade papel transparen-
te, no ponto de encontro com a circunferéncia.

A explicagdo do funcionamento pode ser feita usando-se uma das rela-
cBes métricas do triangulo retangulo: ¢>= amou ¢ = Jam . No nosso caso,
como a = 100, c seriaigua a 10 vezes araiz quadrada do nimero m, o que
é corrigido pela escolha da escala na tira de papel transparente.

92



Nomogramas
(calculadoras de papel)

Um computador de papel!

Um computador de papel?
Esta atividade, além de exer-
citar os alunos na constru-
¢édo de graficos e marcacgéo
de pontos no plano, permite
efetuar geometricamente
adicdo ou multiplicagdo de
dois ntimeros.

Tanto a Algebra como a Ge-
ometria podem ser utilizadas
para mostrar por que o mé-
todo funciona.

A atividade, que pode ser ex-
plorada até no ensino médio
com equacdes de retas, pode
ser desenvolvida no ensino
fundamental, trabalhando
medidas no trapézio, céalculo
da hipotenusa de um tridngu-
lo retangulo etc.

Marcelo Escudeiro Hernandes

Existe?

Introducéo

Facilitar calculos sempre incentivou a pesqui-
sa e construgdo de méaquinas ou métodos que di-
minuissem os esforgos e permitissem maior rapidez
e exatiddo em operagdes. Assim foi com o dbaco,
as barras de Napier, réguas de calculo, ... até os
computadores de hoje.

Entre esses métodos estdo os chamados
nomogramas, que sao tipos de graficos onde o
resultado de operagBes € encontrado, utilizando
umarégua ou qual quer outro instrumento que per-
mita o tracado de um segmento de reta.

Existem nomogramas para operactes elemen-
tares como adig¢do, multiplicacdo, médias,
hipotenusa de um tridngulo reténgul o, e outros.

Adicéo

Veamos o0 exemplo de um nomograma

simples para adi¢éo de dois nimerosreais.

Tome trés eixos A, B, C, paralelos,

equidistantes e perpendiculares a uma reta

0 . r dada Sda d adistancia entre eles. Gra-

duamos o0s exo0s com uma mesma unidade

e marcamos 0 nos trés eixos numa mesma

horizontal. Nos eixos A e C, marcamos 0

ndmero n (ou-n) a n unidades da origem.

No eixo B, marcamos 2n (ou -2n) a n

iC unidades da origem. Vea a figura a seguir.
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-3 : Dok .

Para determinar a soma de dois nllmeros a e ¢, marcamos a no exo
A e c noexo C. A soma a+ ¢ serddeterminada pela intersecdo dareta
que une os pontos a e ¢ com o eixo B.

Vea os exemplos:

1+3=4
3 +2 =-1
1+ (-1 = -2

Por que isso funciona? A explicagdo é bem simples e pode tomar dois
enfogques distintos, um algébrico e outro geométrico. Vgamos, inicialmente, o
apelo algébrico:

Suponha que queremos encontrar a soma de dois nimeros reais a e C.
Consideremos a reta que passa pela origem dos trés eixos como sendo o0 eixo
X, €0 eixo B como sendo o eixoy.

Assim, a reta que liga a com c¢ € areta que passa pelos pontos (-d, a) e
{d, ¢). Sua equagdo &
c—a
2d

y-a= (x+d).

Il
' 1
I

A intersecdo dessareta com o eixo y é o pom‘p (0, 1_::—").

Ou seja, a interse¢do nos dara a média ariunéﬁqn deaec. NoeixoB, a
€ c : o B R T T
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No eixo B, a @ * € unidades da origem, estd marcado o niimero a + c.

Claramente, pode-se encontrar também a diferenca de dois nimeros e
e f usando mesma construgdo. Basta marcar e no eixo B, f no eixo
A, eler adiferenca d no eixo C, dada pela intersecdo desse eixo com a
reta que passa por e ef. De fato, teriamos f+ d= e, donde, d = e - f.

Para a argumentagdo geométrica, chamemos os pontos correspondentes
aos numeros a e ¢ de P, e P. Observemos que ha apenas trés posicdes
distintas para esses pontos:

DI

a P e P ed8 nomeamo semiplano determinado pelo exo x.

OP ¢ a base média do trapézio P.P.DD' e, portanto, mede 4 *+¢ -
2

O ndmero que aparece na posicado P é o dobro desse, isto éa+ c.

b) P eP. estdo em semiplanos digtintos em relacdo ao eixo x.

CP ¢é abase média do triangulo P CP .

Portanto, CP=L;_Q e OP=%(_C)_(_¢)=3’2E‘
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¢) Um argumento semelhante aos anteriores pode ser usado se um dos
pontos, P, ou P, estiver no eixo X.

Célculo da Hipotenusa

Vegamos a construcdo de um nomograma que fornece a hipotenusa de um
tridngulo retangulo se forem dados os catetos.

. Como (hip)® = (cat,)? + (cat,)?, precisamos realizar uma adi-

) cd0 e, portanto, podemos tomar 0 modelo ja visto. Mas, como
. queremos somar quadrados de nimeros, dessavez nos eixosA
e C escrevemos 0 niimero n a n? unidades da origem e no eixo
‘.\\ B escrevemos o nimero n a n%/2 unidades da origem.
. Aos catetos 3 e 4 corresponde a hipotenusa 5, e aos catetos
. 8ebcorresponde a hipotenusa = 9,4
M N\
=1 — Detalhando PR tem 9 unidades 20
; a R corresponde o nimero 3. i S - T
H 1 15
QS tem 16 unidades, a S ode” |
corresponde o ndimero 4. 1 n// e
3
MT tem 25/5 = 12,5 unidades, a T correspon- 5
de o nimero 5.

Multiplicacdo

Paraamultiplicagdo de dois niUmeros positivos pode-se usar novamente o mes-
mo tipo de nomograma, lembrando que, sex .y =z entdo logx + logy = log z,
qualgquer que sgja a base do sistema de logaritmos. Nesse caso, para marcar 0s
nUmeros nos eixosA e C, fixamos aorigem em cada eixo € marcamos 0 NnUmero
n auma disténciaigual a log n unidades dessa origem. No eixo B marcamos o
nimero n a uma distancia igud a 12 log n unidades da origem. Uma figura,
praticamente igual a de cima, mostraré por que tal nomograma funciona.
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NOTA HISTORICA

(de autoria de
José Paule Carneiro)
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Artesanato e

Nesta atividade o autor Luiz
Marcio Imenes novamente
nos presenteia com muita
Geometria ,utilizando ma-
deira, pregos e linha. Além
de oferecer um resultado fi-
nal muito bonito que servira
para decorar salas e corre-
dores da escola, o autor
prop8e o jogo da constru-
cao das diagonais de um
poligono, no qual certas re-
gras deverdo ser obedeci-
das. Com isso estuda-se o
numero de diagonais de um
poligono, quantas partem de
cada vértice, etc. Os alunos
perceberdo que sem méto-
do e matematica a constru-
¢do fica muito mais dificil,
sendo impossivel.

Figura 2

Matematica

Luiz Marcio Imenes

Como foi que aconteceu

H& uns dez anos, um auno, cujo nomeinfeliz-
mente ndo recordo, gpareceu na escolacom agu-
meas pegas de seu artesanato. Trabalhando com
madeira, pregos e linhas de varias cores, e com-
punha pai sagens, figuras humanas e motivos geo-
métricos. Lembro-me de um Cristo na Cruz, que
meimpressionou bastante. Foi aprimeiravez que
Vi ese tipo de artesanato. Depois disso vi muitos
outrostrabal hos namesmalinha (sam trocadilhot).

Figura 1

Certo dia, folheando um livro, vi o desenho de
um decdgono regular e suas 35 diagonas:

A Figura, que parece um bordado, metrouxea
lembranga o artesanato de meu ex-auno. As duas
COiSas cruzaram-se, e veio aidéa dejuntar o a-
tesanato com aMatemética. Antes de fazer apro-
posta aos aunos, resolvi brincar um pouco. E a
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tive a companhia dos filhos. Brincando, fui descobrindo coisas interessantes.
Trabalhando com os alunos, foram aparecendo idéias mais interessantes ain-
da. Apresentei essas idéias a diversos colegas professores, em diferentes
cursos, e eles contribuiram com novos problemas, novas situagdes e novas
idéias. Esse relato tem portanto muitos autores. Posteriormente vim a desco-
brir que ndo ha nada de original nessas idéias. Elas sdo apresentadas em
publicagdes antigas e ja foram exploradas por muitas outras pessoas.

Entretanto, a auséncia de originalidade, em nada diminuiu o prazer da
descoberta (ou re-descoberta).

O Jogo das diagonais

Tenho proposto atividade aos alunos na forma de um jogo. A presento-
atambém como uma atividade artesana envolvida com a Matemética.

Os materiais necessarios sdo: um pedago de madeira, de forma quadrada,
com aproximadamente 30 cm de lado; de 15 a 24 pregos com cabeca, de
comprimento aproximado 15 mm; um rolo de linha colorida para construir as
diagonais; e uns 3 m delinhade outra cor pararepresentar oslados do poligono.
Convém usar uma linha resistente. S80 necessérios ainda um martelo e ins-
trumentos de desenho: compasso, transferidor e régua.

O primeiro passo é desenhar sobre atabua um poligono regular de n lados.
E preciso que, numa mesma classe, aparecam poligonos com diferentes nlime-
ros de lados. Para isso estipulo que, para cada aluno: n = 15 + algarismo das
unidades do diado seu aniversario. (Por exemplo, para os alunos que aniversa-
riam nos dias 7, 17 ou 27 temos n — 15 + 7 = 22). Com esse critério resulta:
15=<n=< 24 e emgeral, numaclasse com cercade 30 alunos, temos 10 poligonos
diferentes. Essa variedade é importante, como vocé percebera mais adiante.

Para desenhar o poligono o aluno comega desenhando uma circunferén-
cia com aproximadamente 10 cm de raio. A seguir divide-a em n partes
iguais, desenhando angulos centrais de medida 360°/n. Quando o quociente
360°/n ndo é inteiro, fazemos aproximagoes. Se, por exemplo, n = 23 resulta
360°/23  (15,6)° Ou arredondamos esse valor para 15°30 min, ou desenha-
mos um angulo central com 15° e 0 outro com 16°, alternadamente. Pequenas
aproximagdes ndo prejudicam a estética desse artesanato.

Tendo dividido a circunferénciaem n partes iguais, hos pontos de divis&o,
o aluno fixa os pregos. E importante que esses fiquem bem firmes. Se depois
um deles se soltar, o trabalho estara perdido.

O passo seguinte é construir, com alinha, as diagonais do poligono. Nes-
se momento apresento as quatro regras do jogo.
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12 Regra: é preciso construir todas as diagonais do poligono. Se ficar faltan-
do alguma, no valeu.

23 Regra: lado ndo é diagona e por isso, quando estiver construindo as
diagonais, ndo é permitido passar a linha de um prego para um de seus
vizinhos.

3% Regra: ndo vale construir amesma diagonal duasvezes, isto & ndo vale ir
e vir pelo mesmo caminho.

42Regra: também néo vale, num dado momento, amarrar a linha num prego,
corté-la, amarré-la novamente em outro prego, e prosseguir com o trabal ho.

A linha s6 pode ser cortada quando adltimadiagonal tiver sido construida.

Agora, méos acobra. Amarre alinha num prego qualquer e comece. Antes de
prosseguir a leitura desse artigo vocé ndo gostaria de executar essas idéias?
Posso Ihe garantir que vale a penal

Algumas observacoes:

1. Dependendo das circunstancias, peco aos alunos que preparem, em casa,
atabua com o poligono regular desenhado sobre ela e os pregosja fixados
também. Com isso, evita-se uma barulheira danada!

2. Essas idéias podem ser trabalhadas s6 com material de desenho, sem a
madeira, os pregos, a linha e o martelo. Isso facilita as coisas por um
lado, mas criaalgumas dificuldades, como veremos logo mais. Além dis-
S0, sem pregos e linha, desaparece o artesanato...

O procedimento dos alunos

Passo a relatar algumas das observaces que faco, quando os alunos
iniciam a construgdo das diagonais com a linha.

Alguns se pdem a construi-la sem um critério definido. Puxam alinha de
um prego a outro qualquer e deste a um outro, caoticamente, sem qual quer
preocupacdo com rotina, lei de formagéo, ou tética de construgdo. Logo per-
cebem que asssim ndo da. Sdo muitas diagonais e dai a pouco estao perdidos,
sem saber 0 quejaestafeito e o que faltafazer. Desmancham tudo e come-
¢am novamente.
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Outros alunos, desde o inicio, preocupam-se em fazer as construces,
seguindo algumaregra, algumale de formag&o. Alguns optam por esgotar as
diagonais que partem de um certo vértice e também acabam desistindo.

No fim de pouco tempo, a maioria dos alunos chega a seguinte regra de
construcdo: partindo de um primeiro prego (aquele em que ele amarrou alinha)
e caminhando sempre num mesmo sentido, constréi-se amenor diagonal, que
ndo foi construida ainda. Assim por exemplo, se n = 18, passa-se a linha de
um prego a outro, nessa sequénciac 1-3-5-7-9-11-13-15-17-1, e estamos
de voltaao prego 1. Como adiagonal 1-3 ja esté construida, vai-sede 1 a4.Em
4, amenor diagonal aindando construida € 4 - 6. A seqiiéncia agora, entéo &
4-6-8-10-12-14-16-18-2-4.

Com as construcdes realizadas, todas as diagonais menores desse poligono
estdo prontas. Essas diagonais menores sdo obtidas, pulando-se um s vértice.

Prosseguindo, a seqiiéncia & 4-7-10-13-16-1-5-8-11- etc.

Mais algumas observacdes

3. A tética que estamos apresentando no é exclusiva. E possivel construir
as diagonais do poligono por outros caminhos. Entretanto, razdes estéticas
recomendam a construcéo descrita. O bordado resultante apre-
sentard um bonito relevo.

4. Nesse processo todo, € importante poder errar, voltar atras, tentar outro
caminho, poder desmanchar e comegar de novo. E bem menos trabalhoso
fazer isso com alinha do que desenhando: Se necessério, leianovamente a
observacdo 2.

5. E preciso estar atento, percorrendo a classe. Alguns alunos se esquecem
das regras do jogo e passam pela mesmadiagonal duas vezes, ou ligam um
prego a seu vizinho.
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Alguns terminam, outros chegam a um beco sem saida

Uma das regras do jogo estabelece que todas as diagonais precisam ser
construidas. Inevitavelmente aparece a pergunta

- Professor, como sai quejafiz todas?
- Descubra um jeito!

Espontaneamente ou, quando necessario, conduzidos pelo professor, amaior
parte dos alunos acaba percebendo que, se por exemplo, n = 20, de cada
prego devem partir 17 diagonais. Nem sempre generalizam esse resultado
com facilidade, concluindo que o nimero de diagonais que partem de cada
vértice € igual an - 3. Mas, devagar, chegam a conclusao.

Depois de algum tempo, alguns alunos comunicam gque completaram o
trabal ho, enquanto outros reclamam porque ndo conseguem compl etar a obra.
Chegam a um prego e ndo tém como continuar: todas as n - 3 diagonais que
partem dele estdo construidas, e ainda existem diagonais a serem construidas!
Voltam atrés, desmancham parte do trabalho, seguem por outro caminho e,
ndo demora muito, estéo novamente num beco sem saida.

Por qué?

Criado o clima, fago um levantamento da situagdo, perguntando o niimero
de lados que tem o poligono de cada um dos que conseguiram terminar e o
dagueles que ndo estdo conseguindo. No primeiro grupo aparecem 19,23,15
etc, e, no segundo, 20, 22, 16 etc. As vezes nem € preciso dirigir muito.
Alguns percebem essas coisas sozinhos e a noticia corre pela classe.

Nesse ponto é natural que todos se perguntem: por que € que se n é impar
abrincadeira da certo, e quando par, ndo?

Custa um pouco para que todos entendam o que esta acontecendo, mas
devagar, e com guda do professor, chegam la

Se n é par, 0 nimero de diagonais que partem de cada vértice, que é
n- 3, é impar. Vamos pensar assim: quando nos dirigimos a um determi-
nado prego, pela primeira vez, chegamos e partimos, construindo 2
diagonais. Quando voltamos a ele, construimos mais 2 (jasao 4 diagonais).
E assim por diante, o nimero de diagonais construidas vai aumentando de
2em?2: 6, 8, 10, etc. Como n - 3 é impar, haveraum momento em que s
uma diagonal estara faltando. Quando voltarmos a esse prego, a Ultima
diagonal sera construida, sem que se possa sair dele, respeitando as re-
gras do jogo. E ndo adianta desmanchar e procurar outro caminho. Em
algum prego isso acontecera necessariamente.

Mora da histéria: 0jogo proposto e impossivel quando n € par!
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Vga bem: o jogo é impossivel, o artesanato, nao.

Desrespeitando uma das regras do jogo, € possivel completar a constru-
¢do das diagonais. Pode-se, por exemplo, amarrar alinhano prego, dar o no,
corté-la, amarré-lanum outro e prosseguir, até que nova impossibilidade apa
reca. Repete-se 0 processo até construir todas as diagonais.

Parafinalizar o trabalho, com o outro fio de linha, os alunos constroem os
lados do poligono regular.

O artesanato terminou, mas a Matematica envolvida nele ma comegou!

Porém, antes de propor novos problemas, vale a pena explorar um pouco
mais o quejafoi feito.

Quando n é impar, o nimero de diagonais que partem de cada vértice é par.
Desaparece entdo a impossibilidade verificada quando n é par. Vamos fixar
atencdo no prego em que amarramos a linha para comecar a construcéo. Na
seqliéncia, 0 nimero de diagonais construidas, que partem dele, & 1,3,5,7 etc.
E s6 no vértice de partida que isto acontece. Nos demais, aseqiiénciaé: 2,4,6,
8 etc. Isso permite concluir que a Ultima diagona deve terminar justamente
onde comegou aprimeiral E gostoso ver nos alunos, para os quais n é impar, a
reacéo a conclusdo:

— E mesmo, isso aconteceu com o meu trabal ho!

Numero de diagonais do poligono

Durante esse processo, 0s alunos perceberam que o nimero de diagonais que
partem de cada vértice € igua an - 3. Pergunto aeles:
— Quantas diagonais tem 0 seu poligono?

Cada um faz as contas para 0 seu caso particular. Nem todos percebem a
necessidade da divisdo por 2: ao multiplicarem n por n - 3, contaram cada
diagonal duas vezes.

Para que percebam o erro, basta sugerir que facam o mesmo raciocinio para
um quadrado ou pentagono. Enfim, raciocinando com base natividade desenvol -
vida, errando, percebendo contradi¢Bes, acabam chegando ao resultado geral:

_ nin—-3)
2

d

onde d é o nimero de diagonais do poligono.

Na construcéo que fizeram, com prego e linha, desenharam um poli-
gono regular (razdes estéticas!). Vae a pena perguntar:

A férmula obtida vale para um poligono convexo ndo regular?
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Novos problemas

Peco aos alunos que observem os diferentes trabalhos. Em alguns deles,
no centro da figura aparece uma "rodelinha", um nicleo vazio. Em outras
isso ndo ocorre. Qual a explicacgdo, por que isto acontece?

Logo percebem que, quando n é par existem vértices sSimétricos em relacao
a0 centro e por isso algumas diagonais sdo diémetros, passam pelo centro.
Quando n é impar, nenhumadiagonal é diametro. Dai a"rodelinha’.

Outros problemas. quando n € par quantas sao as diagonais que passam pelo
centro? Quando n é impar, quantas so as diagonais mais proximas do centro?

As respostas, que sd0 respectivamente, n/2 e n, aparecem com algu-
ma facilidade.

Agora uma outra questdo um pouco mais exigente: isso que estamos cha-

mando de "rodelinha’, é, na verdade, um poligono. Demonstre que ele é re-
gular e tem também n lados.

E mais problemas

O artesanato congtruido pelos alunos é uma arte de linhas retas, e entretanto
vemos di uma série de "circunferéncias’ concéntricas. Observe bem as duas
Ultimas figuras. Naverdade "circunferéncias" sao poligonos regulares com
muitoslados. Mas podemos pensar nas circunferénciasinscritas nesses poligonos.
A simples observacdo dos bordados dé aimpressdo de que o espacamento entre
essas circunferéncias é constante. Com outras palavras, a sensagdo visua é de
que os raios dessas circunferéncias parecem formar uma progressao aritmética.

Serd isto verdadeiro?
Como vocé vé, soltando aimaginacdo, agente vai longe...

Como ja disse, € uma arte de linhas retas. Quantos segmentos de
reta hd em cada um dagueles trabalhos? Dois modos de exprimir aresposta:
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d+n-—2—+n qgentﬁo sz.'”.___.

Quantos tridngul os podemos visualizar naquele emaranhado de linhas?
E quantos quadrilateros, pentédgonos, etc? E quantos poligonos podem ser
vistos ai?

Mais algumas observactes

6. Como vocévé, otemaérico, podendo ser explorado em diferentesniveis, com
diferentes graus de profundidade. Tenho trabalhado com €le no ensino médio.
Outros colegas o0 exploram no ensino fundamental: € preciso apenas alguma
sensibilidade para perceber até onde € possivel avancar.

7. Aqui foram propostos alguns problemas Outros ainda poderiam ser apre-
sentados, dentro do mesmo tema. Gostariamos entretanto, que os colegas
leitores da Revistanos escrevessem, propondo outros problemas, motiva-
dos a partir do artesanato aqui construido. Pensem ainda em outras liga-
¢Oes desse tema com outros campos da Matemética.

Para que serve a Matematica, professor?

Em 1982, quando nasciaaRevista do Professor de Matemética, na Secao
"Para que serve", preocupada em apresentar as aplicacGes da Matematica,
escrevemos o0 seguinte:

"...vivemos num mundo extremamente utilitarista, onde as coisas tém sempre
que servir a um fim material especifico. No entanto, 0 homem continua gos-
tando defazer certas coisas que ndo tém utilidade imediata, no sentido
utilitarista do termo. A arte € um exemplo disto."

As vezes, na Matemdtica, estudamos certos assuntos, resolvemos certos
problemas, simplesmente com a intencdo de vencer desafios, brincar com a
Matematica, divertir-nos com ela. Esta dimensdo também deve ser mostra-
da ao aluno: é possivel sentir prazer, brincando com a Matematica".

Penso que o artesanato construido com pregos e linha, e os problemas cria-
dos apartir dele, revelam com bastante forca a fecundidade de um casamento
entre Matemética e Artel
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Caleidociclos

A construcdo de caleidociclos
é interessante do ponto de vis-
ta artistico e leva ao estudo de
Geometria Plana e Espacial.

Para alunos do ensino funda-
mental, além da parte ludica e
criativa, é possivel trabalhar
com angulos, triangulos, areas
e medidas

o
—

a/2 «a o

Ingo Valter Schreiner

Num curso sobre o ensino de Geometria nos en-
sino fundamental e médio, realizado em Panambi
- RS, em setembro de 1984, o professor Luiz
Marcio P. Imenes mostrou aos participantes dois
caleidociclos. N&o conheciaesse material, que me
fascinou tanto do ponto de vista geométrico como
do ponto de vista artistico. Os dois caleidociclos
eram decorados com motivos de Maurits C.
Escher (1898-1972), um artista gréfico dos Pai-
ses Baixos. Ao girar os caleidociclos de dentro
para fora ou de fora para dentro, apresentam-se
a0 espectador ciclos de figuras diferentes.

A compreensdo do funcionamento e a cons-
trucdo desses caleidociclos podem ser usadas
como aplicacBes interessantes e divertidas da
Geometria Espacial.

A Construcdo de um Caleidociclo

Para acompanhar este artigo, monte um
caleidociclo, observando as instrucfes a seguir:

1) Material necessario: régua, esquadro, tesoura,
l4pis, borracha, cola e cartolina (ou qualquer
papel um pouco mais grosso que 0 comum).

2) Sobre a cartolina desenhe esta malha de
tridngulos:

Nesta construgdo a precisio é importante. Ob-
serve que, com excegdo de alguns, os tridngulos
damalha sfo isdsceles, de base a, e dturardati-
va abase é a também. Os demais tridngulos sdo
retdngulos, tendo catetos iguais a a e all.
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O vaor de a depende do pedaco de cartolina disponivel. N&o convém, por
razbes praticas, fazer a menor do que 4 cm.

3) Recorte segundo a linha de traco forte.

A = B /
5 !
. D

_______ i - - ————

4) Nas linhas de trago fino vocé fara dobraduras. Nas linhas verticais dobre
o0 desenho para dentro e nas inclinadas dobre para fora. Um detalhe pré&-
tico: antes de dobrar convém vincar a cartolina. Isto pode ser feito com a
régua e uma faca sem ponta

5) Apos as dobraduras, a parte hachurada do desenho receberé cola, fican-
do, por isso, dentro do caleidociclo. Cole A" sobre A, B' sobre B e C"
sobre C.

Assim procedendo vocé obtém um conjunto de seis tetraedros em cadei-
ra. Eles se ligam por uma aresta comum.

6) Agoraforme um elo, articulando o pri-
meiro tetraedro com o Ultimo. Cole D'
sobre D e E' sobre E. Esta pronto o
seu caleidociclo. Espere a cola secar
antes de brincar com ele.
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4 Faces, 4 Giros

O caeidociclo que vocé congtruiu € composto de seis tetraedros. Mas é
possivel congtruir outros, com maior nUmero de tetraedros. De um modo
geral, um caeidociclo é formado por um nimero par 2k de tetraedros, sen-
doquek {3,4,5,...}. No s cdeidociclo k= 3.

Tas tetraedros S0 congruentes e suas faces sfo tridngulos isbsceles
congruentes, de base a e dtura relativa a base x.

Os 2k tetraedros tém, dois a dois, uma aresta de medida a em comum.

Com estacade a, como vocéviu, for-
mamos um ciclo fechado. Podemos gi-
rar este ciclo num sentido ou noutro,
como modiram as setas duplas.
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Girando aparece um "buraco” estrelado no centro do caleidociclo. Em certo
momento este buraco desaparece. Nesse instante tetraedros vizinhos tém suas
faces superpostas. Nessa posi¢do, note que o "contorno” de seu caleidociclo é
um hexagono regular. Observe ainda que, nessa posi¢ao, vocé estd vendo uma
face de cada um dos seis tetraedros. Girando, reaparece o "buraco" estrelado,
até que, novamente, ele desaparece. Nessa nova posi¢do revelam-se outras
seis faces dos tetraedros.

Faca uma marca numa destas faces e gire o caleidociclo. Percebera que
ela reaparece depois de quatro giros.

A relagdo entre a e x

Na posi¢cdo em que o "buraco" desaparece, a metade das arestas de medi-
da a esta contida num mesmo plano . As arestas restantes, que tém esta
medida, sfo perpendiculares a P. Nesta posi¢éo, podemos definir o contorno do
caleidociclo como sendo sua intersecgdo com o plano 7. Este contorno € um
poligono regular convexo quando k=3 ou k=4, e um poligono regular estrela
do quando k >= 5. E no centro deste poligono que, nesta posi¢3o, coincidem
alguns vértices dos tetraedros.

A interseccéo do plano P com
cada tetraedro é um tridngulo
isosceles de lados a, x e x.

Como o nimero de tetraedros
é 2Kk resulta:

360°  180°
.= =

2k k

P B 180°- 20 = 180" - —320 .
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Fica 6bvio nesse momento porque k deve ser maior do que 2. Usando alei
dos cossenos no triangulo acima, temos: a” = X% + X? - 2.x.x.cos (3, donde:

a=x42-2cos 3
Esta expresséo permite calcular a, em funcéo de x, para qualquer
caleidociclo condtituido de 2k tetraedros, comk € {3, 4, 5,...}.

Na tabela seguinte apresento os valores de a, (3 e a (em fun¢do de x),
paak= 3, 4, 5, 6.

k|l 3] 4] 5 |6
2| 6| 8| 10 |12
o | 60°| 45° | 360 | 30°
B | 60° | 90° | 108° |120°
a | x |xV/2|z162%| xV3

A Planificacao

Num caleidociclo o nimero de faces triangulares é igua a 4 x 2k= 8k.
Como as arestas de medida a s8o comuns a dois tetraedros, podemos pensar
assim: juntando dois triangulos isdscel es iguais pelas suas bases, obtemos um
losango (onde uma diagona € a; aoutra é 2x).

Portanto a planificagdo da caleidociclo é constituida de 4k losangos de
diagonais a e 2x. Os lados comuns destes losangos seréo as outras arestas
(diferentes de a) dos tetraedros.

Na construcdo do caleidociclo ndo esgquega de deixar as partes que rece-
ber&o cola. Outro detalhe prético: levando em conta a espessurada cartolina,
€ aconselhavel tomar a ligeiramente menor que
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@ =x,2-2cos f§

(aproximadamente 2%).

Enfetando Fica Mais Bonito

Como escrevi noinicio deste artigo, os primeiros caeidociclosquevi, eram
decorados com motivos do artisga Maurits C. Escher. Se quiser enfeitar o
Seu, podera pintar cada faixa de losangos com motivos e cores diferentes.
Girando o cdeidociclo, de cadavez gpareceraum desenho diferente.
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Resolvendo

As atividades apresentadas
podem ser aplicadas na 6%
série, na modelagem de re-
solucdo de equagbes de 1°
grau, usando pegas coloridas
de cartolina ou papel craft.
Na 5% série pode ser usada
na modelagem das opera-
¢Oes algébricas.

Na 8? série pode ser utili-
zada na modelagem e "vi-
sualizagdo" da fatoragéo
dos trindbmios do segundo
grau. Além de motivar o es-
tudo dos contetldos menci-
onados, as atividades pro-
postas desenvolvem a cria-
tividade e o questionamen-
to na busca de solugdes
para problemas.

fisicamente

Ana Catarina P. Hellmeister

Maria Elisa E. L. Galvdo

Introducgéo

O objetivo deste artigo € relatar nossa experi-
éncia de trabalho com professores de Matemética
do Ensino Fundamental 11 darede piblica, envolvi-
dos no Programa de Educagdo Continuada (PEC),
um projeto conjunto da Secretaria de Educagdo do
Estado de Sdo Paulo e da Universidade de Séo
Paulo - USP, adém de nossa experiéncia em ofici-
nas do Centro de Ensino de Matemética da USP.

A aceitagdo e o envolvimento dos professores
participantes, e a decisdo de aplicagdo do materi-
al concreto na sala de aula nos estimularam a di-
vulgar mais amplamente o trabalho.

O objetivo das atividades propostas €, inicia mente,
amodelagem, com o uso de pecas coloridas de car-
tolina, de expressdes algébricas do primeiro e se-
gundo graus. A seguir, usa-se esse material para
modelar aresolucdo de equagtes do primeiro grau e
afatoraco de trinbmios do segundo graul.

Uma observacdo deve sempre ser feita quan-
do se trabalha com material concreto: O profes-
Sor precisa estar atento quanto a necessidade dos
alunos em us&-lo, pois, para agueles que ndo ne-
cessitam de atividades com esse material para
compreensao do processo algébrico, ainsisténcia
pode ser desmotivadora.

Material utilizado

Um conjunto de fichas de cartolina em duas
cores (que representaremos aqui em branco e cin-
za), constituido por:
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Quadrados pequenos (1 X 1) - que representardo a unidade 1. Os qua-
drados brancos representardo as unidades positivas, e 0s cinza, as unida-
des negativas.

Retangulos - com um dos lados com a mesma medida 1 dos quadrados
pequenos e o outro lado com uma medida qualquer, que ndo sga um
mdltiplo inteiro da unidade escolhida. Os retangulos brancos correspon-
derdo a incognita x e 0s cinza, a0 seu Oposto —x.

Quadrados grandes - cujos lados devem ter a mesma medida escolhida
para o lado ndo unitario do retangulo anterior; também em duas cores, 0
branco representando x* e o0 cinza 0 seu oposto -X°.

Or [«

W

Para as atividades propostas neste artigo, € necessario que os alunos
dominem as operagBes com numeros inteiros, de preferéncia com repre-
sentagdo concreta, de modo andlogo ao aqui utilizado.

Atividade 1

Trabalhamos inicialmente com a modelagem para expressdes algébricas,
ou sgja, vamos escolher o conjunto de pegas que representara cada uma
dessas expressdes, como nos exemplos a seguir:

x+3 xI-x x-3

[l u
O n
O a

Podemos efetuar adicéo

(-3x +4) + (2¢ + 3x - 5), observando que as pegas de cores diferentes
representam quantidades opostas e "se anulam" aos pares.

-3x+4

alw
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2xX4+3x -5

)Lz

O resultado, portanto, serd 2¢ - 1:

Para efetuar a diferenca

(-3x +4) - (2 + 3x - 5), umadas formas de trabal har pode ser somando a
expressio oposta, ou sga, usando que

(-3x+4) + (D¢ +X-5) = (-3 +4) + + (-2 - X + 5),
s

II .00
O
od
HIn

e teremos (-3x + 4) - (D¢ + 3x - 5) =-2x%- 6x + O;

e
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Podemos também modelar as varias possibilidades para o produto, usan-
Ilxx=x

do as representacdes:

“2xT 4 2%

2x)yx{-x+1)
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! 1
' 1
! |
! 1
! 1
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Atividade 2

Usando a propriedade uma igualdade se mantém se efetuamos opera-
¢Bes iguais em ambos os lados, modelamos a solucdo de uma equagéo do 1°
grau, como nos exemplos abaixo.

E importante que cada operac&o efetuada em ambos os lados da igualda-
de sgja acompanhada de sua representacdo simbdlica para que, apos muitos
exemplos, o estudante participante apreenda as propriedades usadas e se
liberte do material concreto, passando aresolver as equagdes algebricamente.
Vérios professores que aplicaram a atividade em sala de aularelatam que, de
fato, é isso que acontece.

Exemplo 1.
Ix+1=2x+2

O H[n

 Substituir cadatira branca por 2 quadradinhos brancos e verificar se existe
igualdade. A negagdo significaque x = 2 ndo é a solugdo da equagao.

L1010 o[
I R I | |

» Voltando a representacdo original, retirar duas tiras brancas de cada
lado, mantendo, portanto, aigualdade e obtendo:

3x+1-2x=2x+2—-2x ou

x+1=2.

0 =00
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* Retirar um quadradinho branco de cada lado obtendox= 1, que é a solugéo
da equacéo.

-0
=D

* Voltar a configuraco inicia e substituir cadatira brancapor um quadradinho
branco e verificar a iguadade.

QOO0 = o4

Exemplo 2.

2x-2=-x+4

[
] ann

* Acrescentar duas unidades positivas em cada lado, mantendo, portanto, a
igual dade e obtendo:

2X-2+2=-Xx+4+2o0u

2X = -X + 6.

HH oo
= OO
"an

Acrescentar uma tira branca em cada lado, obtendo:

2X+X=-X+6+XxX ou 3x=6 ou -DD

X = 2, que é entdo a solucao.

0
H
O

H/l
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Voltar a configuragdo inicial e substituir cada tira branca (cinza) por dois
quadradinhos brancos (cinza) e verificar a igualdade.

g - Wm0
OOEm =10

Exemplo 3.
—x—S 2x

II:IEI II

Acrescentar 2 tiras brancas em cada lado, obtendo:

2—x+2x=5-2x+2x ou
2+x=5

| B 5

Retirar 2 quadradinhos brancos de cada lado, obtendo:

2+x-2=5-20u

x =3, que é a solugfio.

L

0
=00 ouw || =0
OO oo N

* Voltar a configuragdo inicial e substituir as tiras, representando -x por 3
quadradinhos cinza (por qué?) e verificar a igualdade.
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Sugerimos ao leitor que resolva, modelando como nos exemplos, outras
equacles do 1° grau cujas solugbes sdo nlmeros inteiros.

Atividade 3

Nesta atividade, observando um modelo fisico, os participantes podem
investigar a fatoragdo de um trinémio do 2- grau ax’ + bx + ¢, coma, bec
inteiros cuja decomposi¢do resulta em uma expressdo do tipo (ax +p)(x + q)
com p e g inteiros. O objetivo € levar a percepgdo das propriedades que
permitam fatorar tais expressdes no nivel simbdlico.

Para realizar a atividade, estabelecemos o seguinte:

Um trinémio do 2° grau da forma ax* + bx + ¢ com a, b e ¢ inteiros
e a > 0 pode ser fatorado se, e somente se, for possivel formar um
retngulo com as pecas que o representam. As dimensdes do retangu-
lo formado representam os fatores do trinémio.

Dessa forma, voltamos a estrutura do produto modelado nos exemplos 1,
2 e 3 daAtividade 1.

Por exemplo, os fatores dex® + 3x + 2 podem ser encontrados construindo-
se um retangulo com uma pega que representa X, trés pegas que represen-
tam x e duas pegas que representam as unidades positivas.

X2+ 3X +2 = (X+1)(X + 2)
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Vg amos mais alguns exempl os:

1. O trinémio x* + 6x + 9 pode ser fatorado construindo-se o quadrado a0
lado. Observe que trindmios quadrados perfeitos podem sempre ser re-
presentados por pecas que formam um quadrado. Logo,

X+ 6x+9=(x+3)>2

2. O trinémio X? - 3x +2 pode ser fatorado, construindo-se o retangulo:
Logo,

X2-3X +2 = (X-1)(X-2).
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3. 2¢ + 4x- 6 = (2x- 2)(X + 3).

No préximo exemplo usamos, paraformar o reténgulo, a convencdo de que
pecas de cores diferentes se "anulam": 4x foi representado por 6x + (-2).

Depois de muitos exemplos, os alunos que participam da atividade devem
estar aptos para responder a questao:

L10d O

e L

p— p—

Seax + bx + ¢ = (ax + p)(x + @), quais as relacdes que existem entre
0s numerosp, gec?Ep, qeb?

Em seguida devem usar essas relacfes para fatorar algebricamente ou-
tros trindmios e estardo prontos para resolver equacdes do segundo grau,
usando a fatorac8o para recair em egquacgfes do primeiro grau.

Por exemplo, para resolver a equacdio 2x° + 4x - 6 = 0 (exemplo 3),
fazemos 2¢ + 4x- 6= (2x- 2(x+ 3)) =0 eentdio 2x-2=0 ou x+ 3 =0;
logo, x=1 ou x=-3.
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Varetas, canudos,
arestas e...
Solidos geomeétricos

Usando canudinhos colo-
ridos e barbante é possivel
construir sélidos geométri-
cos que levam alunos, des-
de a 6° série, a visualizar
propriedades, a se concen-
trar numa tarefa, a criar
imagens e a intuir solugdes
de problemas.

A imagem concreta de so6-
lidos, poligonos e arestas
facilita o entendimento e
é essencial para o estudo
futuro da Geometria Pla-
na e Espacial.

Ana Maria Kaleff

Dulce Monteiro Rei

As dificuldades apresentadas pelos alunos na
visualizagdo de solidos geométricos e a desmo-
tivacdo que muitos estudantes apresentam nas
aulas de Geometria Espacial tém levado os edu-
cadores a buscarem meios para facilitar o ensino
das propriedades geométricas dos solidos e para
tornar esse ensino mais atrativo e motivador.

Na nossa pratica escolar temos utilizado ma-
teriais concretos para a construgdo de estruturas
que representam "esquel etos” de solidos geomé-
tricos construidos por meio de suas arestas. Os
materiais de nossa preferéncia para as constru-
¢Oes sdo pedacos de canudos de plastico, unidos
por meio de um fio de linha e varetas finas de
madeira unidas por anéis elasticos.

Sugerimos avutilizacgo de canudos plasticos de
refrigerantes, em trés cores (ou didmetros) dife-
rentes, um carretei de linha um pouco mais gros-
sa do que a linha usada para empinar pipas, pali-
tos "para churrasco"”, anéis elasticos, e uma agu-
Iha grossa. Nos esquemas que seguem, indicare-
mos por -> o0 sentido em que a linha deve ser
inserida num canudo vazio e indicaremos por =>
0 sentido em que ela dever ser inserida num ca-
nudo j& ocupado por algum pedaco de linha.
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Atividade 1
Construcdo de um tetraedro regular

O materid a ser utilizado na atividade a seguir € um metro de linha, seis
pedacos de canudo de mesma cor e comprimento (sugerimos 8 centimetros).

Figura 1

Tome ofio de linha, passe-o através de trés pedacos de canudo, construindo
um tridngulo e feche-o por meio de um no. Agora, passe o restante de linha por
mais dois pedagos de canudo, juntando-o e formando mais um tridngulo com
um dos lados do primeiro tridngulo. Finalmente, passe alinha por um dos lados
desse tridngulo e pelo pedago que aindaresta, fechando a estrutura com um no.
Essa estrutura representa as arestas de um tetraedro regular, e as etapas inter-
medidrias de sua construcdo estao representadas na Figura 1.

Temos observado que alguns mais habilidosos, ao fazerem essa construcgéo,
ndo d&o o no indicado paraaobtencdo do primeiro tridngul o, utilizando o pedago
de linha sem interrupcdes para a construcfes do esgqueleto do tetraedro. 1sso
demonstra que tais alunos perceberam que os nés, apesar de facilitarem a
construcdo, podem ser evitados.

Nas construcdes das estruturas é importante obser-
var que, para se dar firmeza aos vértices de uma estru-
tura, é necessario reforca-los, passando o fio de linha
mais de umavez por cada pedaco de canudo, ligando-o
aos outros dois. O esquema apresentado na Figura 2
ilustra essa situacgéo.

Figura 2
Atividade 2
Construcdo de um octaedro regular

Para essa atividade, sdo necessarios dois metros de linha, doze pedacgos
de canudo de mesma cor e comprimento (novamente sugerimos a medida de
8 centimetros).
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Com pedagos de canudos e o fio de linha, construa quatro tridngulos e os
una, dois adois, conforme 0 esquema apresentado na Figura 3.

\/

/

Atividade 3
Construcdo de um icosaedro regular

Para atividade, sdo necessarios trés metros de linha, trinta pedagos de
canudo de mesma cor e comprimento (sugerimos a medida de 7 centimetros).

Construa quatro tridngulos, seguindo o esquema da figura 4 e os una
obtendo uma pirdmide regular de base pentagonal, como a desenhada na
figura. Repita essa construcéo, obtendo mais uma pirdmide. Una cada uma
das piramides através dos vértices das bases, por meio de pedagos de ca-
nudos, de tal forma que em cada vértice se encontrem cinco canudos.

Atividade 4
Construcdo de um cubo e de suas diagonais

Ser&o necessarios doze pedacos de canudo da mesma cor e medindo 8 cm,
seis canudos de outra cor ou de didmetro menor do que o anterior, e mais um
canudo de cor diferente das demais.
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Com pedacos de canudo da mesma cor construa um cubo de 8 cm de
aresta. Paraisso, passe o fio através de quatro canudos e passe a linha nova-
mente por dentro do primeiro canudo, construindo um quadrado. Consideran-
do um dos lados desse quadrado e passando a linha por mais trés canudos,
construa mais um quadrado. Observe que ainda faltam dois canudos para
completar as arestas do cubo. Prenda-os de maneira a completé-lo. Se vocé
ndo conseguir realizar essa tarefa, observe o esquema da Figura 5.

Chw 6 =5y D
3 18

t
14—

00— 15— )

Figura 5

Os alunos observardo que a estrutura construida ndo tem rigidez pro-
pria, pois os seus lados ndo ficam por si sos perpendicul ares a superficie da
mesa. Entdo é necess&rio que os levemos a conjecturar em como tornar
essa estrutura rigida. Nesse processo, notamos que os alunos observam
gue, se construirmos tridngul os nas faces dessa estrutura ou no seu interior,
€la se enrijecera. Dando continuidade a esse raciocinio, sugerimos ao aluno
a tarefa seguinte:

pommmmmgfomn e e

Figura 6 Figura 7

Agora, com pedacos de canudo de cor (ou didmetro) diferente da
usada para representar as arestas do cubo, construa uma diagonal em
cada face, de modo que em cada vértice que determina a diagonal che-
guem mais duas diagonais. Que estrutura vocé construiu?

Observe aFigura 6. Assim procedendo, o aluno construiraum tetraedro
formado por seis diagonais das faces do cubo.
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A seguir, com um pedaco de canudo de cor diferente das anteriores, cons-
trua uma diagonal do cubo.

Devemos levar o aluno a observar que essa diagonal formara com uma
das arestas do cubo e com uma das diagonais da face, um triéngulo retan-
gulo. Essa construgao € muito Util para ilustrar aplicagdes do Teorema de
Pitagoras, pois a maioria dos alunos tém problemas para visualizar situa-
¢bes como essa.

Temos verificado que os alunos percebem que, apods as atividades anteri-
ores, ja construiram quatro dos cinco poliedros regul ares de Platéo (ver RPM
15, p. 42) e aquestdo se € possivel construir o dodecaedro pode surgir natu-
ralmente. Apesar de ser umatarefa trabalhosa, os alunos se propdem a cons-
truir essa estrutura, porém, preferencialmente, em grupo € ndo como uma
tarefa individual.
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O problema dos
cinco discos: sorte

Essa atividade pode ser pro
posta a alunos de todos os
niveis. O que estd em evi-
déncia aqui é o raciocinio.
Como resolver um proble-
ma? Nossa sugestdo é ex-
plorar todas as possibilida-
des de distribuicdo dos dis-
cos, fazer experiéncias em
sala de aula, talvez uma com-
peticdo... Apés familiarizar os
alunos com o problema, é o
momento de organizara in-
formacao: analisar solugbes
propostas pelos alunos, en-
contrar "furos", encontrar a
solugdo mais eficiente...

ou sabedoria?

Ma-To Fu
Roberto Elias

Neste artigo queremos mostrar uma curiosidade
sobre o antigo problema dos cinco discos. A mais
bela apresentacdo desse problema se encontraem
O homem que calculava. Nele é contada uma
lenda em que trés principes muito sabios e conhe-
cedores da Matematica pretendiam casar com a
princesa Dahizé, filha do rei Cassim.

A prova dos cinco discos foi proposta por um
grande sabio da corte para decidir qual dos trés
pretendentes era 0 mais inteligente.

Foram mostrados aos principes cinco dis-
cos, sendo dois pretos e trés brancos, todos de
mesmo peso e tamanho. Em seguida vendaram-
Ihes os olhos e ao acaso, foi pendurado as
costas de cada um dos trés um disco. Disse o
rei; "Cada um de vOs sera interrogado particu-
larmente e aquele que descobrir a cor do disco
que Ihe coube por sorte, sera declarado o ven-
cedor. O primeiro a ser interrogado podera ver
os discos dos outros dois, ao segundo sera per-
mitido ver o disco do terceiro, e o terceiro tera
gue formular a resposta sem ver nada. Aquele
que der a resposta certa terd quejustifica-la”.

Aconteceu entdo que o principe Camoza quis
ser 0 primeiro. Viu os dois discos dos seus adversa
rios e errou. Em seguida, sabendo que Camozé havia
errado, o principe Benefir se prontificou em ser o se-
gundo, mas também errou. Aradim, o terceiro prin-
Cipe, acertou com absoluta seguranga. Qual foi ares-
posta do principe Aradim e como ele descobriu?
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Esse é o problema dos cinco discos. Malba Tahan da uma inteligente
solugéo a esse problema, em que conclui também que Aradim foi conside-
rado o mais inteligente entre os trés principes.

Eis a solucdo de Malba Tahan: o principe Aradim afirmou que o seu
disco erabranco ejustificou da seguinte maneira: "Se Camoza (o primeiro
a falar) tivesse visto dois discos pretos, ele obviamente teria acertado.
Como ele errou, conclui-se que viu dois discos brancos, ou um preto e um
branco. Na hipétese de Benefir ter visto em minhas costas um disco
preto, ele (usando o mesmo raciocinio que fiz com relagdo a Camozd)
teria acertado. Logo, ele s6 pode ter visto um disco branco e, portanto, o
meu disco é branco".

A curiosidade que pretendemos apresentar € que, sob 0 ponto de vista
matemético, Aradim ndo é mais inteligente que Camoza ou Benefir. Com
efeito, basta calcularmos as probabilidades de acerto de cada um dos trés
principes, levando em conta que todos eles sio sabios.

As possivels distribuicdes dos discos

Sgjam b = (disco branco) e p = (disco preto). Por simplicidade escrevemos

X= Camoz3,
Y =Bene€fir e
Z = Aradim

Ent&o a ordem em que os principes se apresentaram para serem interro-
gados pode ser representada por uma terna ordenada (X, Y, Z).

A titulo de exemplo, perguntamos quantas maneiras diferentes podem X
possuir disco branco, Y possuir disco preto e Z possuir disco preto? Isto é, de
ocorrer (b, p, p).

Sabemos que existem trés discos brancos b, b, e b; e dois discos pretos
p: € p. Por uma simples contagem, obtemos seis maneiras diferentes de
ocorrer (b, p, p), a saber:

by o) By Py P, (B o) (B Py 2, (B Py 1)
P LI I e X L e

(bp p;- p|)‘

E claro que o nimero total de maneiras em que podem ser distribuidos os
discos aos principes € As3 = 60. Descrevendo casos, obtemos:
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Eventos %  Feequéncia .-+ Eventos - Frequének

E=(bbb 6 .o E=@ppb 6
E, =(p b.b) I E =(p b.p) 6
E=(hpb - 12 E = (b p .p) 6
E,=(bbp ~ 12 °

a) Se os conjuntos unitarios de um espaco amostrai finito U tém todos a
mesma probabilidade, ento a probabilidade de um evento A qualquer de U
sera dada por:

U pgy < A
. P4 )

1

onde n{A) € o numero de elementos do evento A e n(U) é o nimero total
de elementos do espaco amostrai U.

b) Nas mesmas condicles de a), se A; A, ..., Ay s80 eventos disjuntos
entre si,

A+ (A + . (4}

P4 vd,v.0d,)= a(l)

Como o problema afirma que a escolha dos discos é feita ao acaso, se-
gue-se que 0 espaco amostrai associado ao problema satisfaz as condi¢Bes
necessarias para a validade de @) e b). N&o é dificil verificar também que o
problema admite uma estratégia que maximiza a probabilidade de vitéria de
cada concorrente e garante, com probabilidade 1, a existéncia de um vence-
dor, que certamente serd Uinico uma vez que 0 processo termina no momento
em que um dos concorrentes acertar a cor do seu disco. Como 0s concorren-
tes supostamente sdo sabios, é razoavel admitir que eles seguirdo a melhor
estratégia em cada situagdo e portanto teremos

PXy+ PN+ P(D)=1

onde P{X), P(Y) e P(Z) sdo, respectivamente, as probabilidades de vitoriade
X, YeZ
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A estratégia € Gtima e a correspondente probabilidade de vitoria de X

Se XV\r dois discos pretos nos seus adversarios, saberd que restam trés
discos brancos. Respondera entdo com absoluta seguranca que possui um
disco branco. Assim o evento E; Ihe é favoravel. Caso X veja dois discos
brancos, saberd que restam dois discos pretos e um disco branco. Logo
respondera possuir disco preto, contando com a probabilidade 2/3 de acer-
tar. Conseqlientemente, o evento E, Ihe é favoravel e o evento E; lhe é
desfavoravel. Suponhamos agora que X tenha visto um disco branco e um
disco preto em seus concorrentes. Concluira que restam dois discos bran-
cos e um disco preto. Logo, deveraresponder que possui um disco branco,
contando com a probabilidade 2/3 de acertar. Segue que os eventos E; e E4
lhe sdo favoréveis e o evento Eg lhe é desfavoravel.

Em resumo, usando essa estratégia, Xirdacertar, na hipétese de ter ocor-
rido qualquer um dos eventos disjuntos E,, Ez, E4 ou E; e ira errar se houver
E;, Es ou Es. Segue-se, entdo, que:

poxy < MEDTNE) +nEY +n(Fy) 6412412412 T
- ny) 60 10

Isto mostra que a probabilidade de vitoériado principe Camoz4, o primeiro
candidato, é de 70%, contando com a sua sabedoria

Conclusao

Vimos que a probabilidade de o principe Camoza responder correta-
mente arespeito da cor do seu disco € de 70%, restando assim apenas 30%
de probabilidade para que os outros dois principes tivessem chance de se-
rem apenas interrogados.

Considerando ainda que Aradim sd seria interrogado caso Benefir (o se-
gundo interrogado) também errasse, pode-se mostrar que €le € o0 que teriaa
menor chance de ser escolhido como noivo de Dahizé.

No entanto, Aradim é possuidor de muita sorte, pois os dois primeiros
concorrentes erraram. Mas, sem sombra de dividas, ou ele € 0 menos sébio
entre todos ou faltou-lhe coragem para protestar quando os dois outros pas-
saram a sua frente.

SO para completar, a probabilidade de Benefir acertar é de 20%, e a
probabilidade do principe Aradim acertar é de apenas 10%.
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NR
A rehabilitacdo de Aradim

O leitor aento poderd ndo concordar com a conclusdo desta historia—
afind, o rei dissera que os principes deveriam justificar a resposta correta.

Fica a pergunta sobre o que o rei entendia por "judtificar”.

Seriaaceitavel, em caso de divida, umaadivinhagdo educada, isto é, uma
opcéo pela dternativa mais provavel? Ou seria necessria uma explicacéo
I6gica de como se chegou & Unica dternativa correta possivel ? Neste caso,
quais seriam as probabilidades de vitdria de cadaum dos trés concorrentes?
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Uma

Esse interessante jogo é
apresentado de forma
lidica, como uma histéria
ocorrida em um mosteiro na
india. Mostra a necessidade
da construcdo de um méto-
do para resolver problemas:
partindo de casos mais sim-
ples, discutir possiveis gene-
ralizagdes.

Estuda-se o jogo para 1 dis-
co, 2 discos, 3 discos e 4
discos, e tenta-se obter uma
solucdo para um numero
qualquer de discos. Discu-
te-se 0 processo de genera-
lizagdo, que pode nédo ser
véalido, mostrando-se varios
exemplos.

Também trabalha com or-
dem de grandeza, discutin-
do, por exemplo, quanto
tempo é - em segundos, mi-
nutos, horas, dias ou anos -
o namero 2%*.

lenda:
Torre de Hanol

Renate Watanabe

Apobs a criagdo do mundo, em um mosteiro es-
condido naindia, o Grande Criador colocou uma
placa de bronze e nela fixou trés bastdes cober-
tos de diamantes. Em um dos bastdes, em ordem
decrescente de tamanho, colocou 64 discos de
ouro. E assim disse aos monges:. "Transfiram esta
pilha de discos para outro bastdo, movendo,
ininterruptamente, um disco de cada vez, e nunca
permitindo que um disco fique acima de um me-
nor. Quando terminarem esta tarefa, e os 64 dis-
cos estiverem em outro bastdo, este templo se
reduzird a po, e com um estrondo de trovGes o
mundo acabara."

Dizem os sébios que o mundo foi criado ha 4
bilhGes de anos aproximadamente e 0s monges,
desde a criagdo, estdo movendo os discos, nara-
z&0 de um disco por segundo.

Serd que veremos 0 mundo acabar?

E muito dificil imaginar os movimentos feitos
com uma pilha de 64 discos.

Imaginemos umapilhacom 1 disco:

Para 1 disco, a transferéncia se da com 1
movimento:
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Dois discos

BT\ /18,

m2=3.

Para 2 discos, atransferéncia se da com 3 movimentos.

T —/@K /@ﬂ-—*n <
Quiatro discos.
& I\~ /1) -/ &

my =15.

Ja se pode ver como deslocar n discos, com um menor ndmero de movi-
mentos possivel: inicialmente, movem-se n - 1 discos para o bastéo de trés,
Com m,.; movimentos, em seguida, move-se 0 n-ésimo disco para 0 outro
bastdo da frente, com 1 movimento; finalmente movem-se osn- 1 discos do
bastéo de tras para o da frente, com m  movimentos. Tem-se:

m=m +1V1+m =2m +1
H -1 -1 |

Facamos uma tabela com o nimero de discos e 0 nimero de movimentos
minimo para muda-los de um basté&o para outro:
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n‘l’2‘3‘4|5!6|...
|

T T (s e |

Precisamos descobrir 0 vaor de mg,, porque me, Segundos apos a criagéo
do mundo ee acabard, eja se passaram 4 hilhdes de anos!

Observando a segunda linha databela, vemos que os seus nimeros sfo, a
menosde 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ou sdia, 24, 22, 2%, 2%, 2°, 25 o quenoslevaa
fezer a seguinte conjetura:

m =2"-1

Eda sentenca é verdaderaparan = 1, 2, 3 ,4 5, 6, mas sera verdade -
ra sempre?

Tentemos demonstré-la por indugéo.

SgaSo conjunto dos nimeros naturais n tais que, n discos 8o movidos
com 2" -1 movimentos.

1) 1 e 5, poispara 1 disco necessitamos de 1 = 2* - 1 movimentos.

2) Vamos supor que k e S isto é, k discos si removidos com 2¢- 1
movimentos.

Vamosprovar quek+ 1 eS isto & quemy,;=2"- 1.

Pararemover k + 1 discos passamos, inicid mente, k discos para o bastéo
de trés com m, movimentos, em seguida, com 1 movimento, o (k + 1)
-ésimo disco va para 0 outro bastéo da frente; com m, movimentos, os k
discos de tréas passam para 0 bastéo da frente. 10 €,

R R

m,,, =m+t1l+m,
=Rl 21 =2 21 =28
eigomodraquek+ 1 eS

O principio dainduggo nos garante que n discos podem sempre ser remo-
vidos com 2" - 1 movimentos e, em particular, mg = -1
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E assim, ficamos sabendo que 2** -1 segundos apés a criagdo do mundo, ele
terminara. Com um pouco mais de Matematica, ficaremos sabendo se isto
ocorrera logo.

Fagamos alguns célculos. Quantos segundos tem um ano?.

Resposta:
60.60.24 .365 %= 31557600 < 25 = 1024 . 1024 . 32 = 33 554 432

Exagerando, vamos supor que os monges facam 2% movimentos por ano
(na verdade fazem uns 2 milhdes a menos). Com isso, 0 mundo acabard em

2% "
— = 27 anos.
2 A

;

L20.29=1024.1024.1024.512>512.10°,

2% =21.3%,

Passaram-se até hoje 4 bilhdes de anos, ou sda, 4 . 10° anos.

Podemos ficar tranqiilos - faltam mais do que 508 bilhdes de anos
para os monges terminarem sua tarefa - isto, supondo que eles ndo
errem no caminho.

Os bastbes com 7,8 ou 9 discos constituem um brinquedo conhecido como
"Torre de Hanoi"®, inventado pelo matemético francés Edouard Lucas (1842-
1891) eja vendido como brinquedo em 1883. Um folheto o acompanhava,
contando a lenda acima. E. Lucas demonstrou um teorema conhecido como
"teste de Lucas", que lhe permitiu provar, entre outros fatos, que 2'% -| é um
ndmero primo e este foi, até 1952, 0 maior niimero primo conhecido.

21771 =170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727,
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Em que dia da semana
foi proclamada a
Independéncia do Brasil?

Segunda-feira? Terca-feira?...

A atividade sugerida trata de
com um problema pratico
bastante concreto: saber em
que dia da semana caiu 07
de setembro de 1822. O
professor pode introduzir o
assunto com problemas
mais simples, do tipo: que
dia da semana foi 1° de ja-
neiro deste ano? E 1% de
dezembro do ano passado?
Pode "personalizar" o pro-
blema, pedindo a cada alu-
no que calcule em que dia
da semana nasceu.

A solucdo para estas per-
guntas vai mostrar o cami-
nho a ser seguido, o racio-
cinio matematico envolvi-
do. O conteldo tratado é
divisdo de ntumeros inteiros
e restos destas divisdes.
Apesar do conteldo ser
simples, é ao tentar resol-
ver os problemas propos-
tos, que surge uma grande
riqueza de possibilidades.
Como utilizar o que ja co-
nhecemos para resolver
problemas reais, envolven-
do matematica? Existem va-
rios caminhos possiveis?

Paulo Sérgio Argolo Gongalves

Sabado? Domingo?

Introducgéo

Seria fécil responder a pergunta do titulo se 0
ano tivesse exatamente 364 dias. Como 364 é di-
visivel por 7, ano ap6s ano, os mesmos dias do
més cairiam nos mesmos dias da semana.

Um ano, porém, tem, aproximadamente, 365,25
dias. Este € 0 motivo por que, adotando 365 como
0 nuimero de dias de um ano, a cada 4 anos é
necessario fazer uma correcdo através de um ano
bissexto, de 366 dias.

Mas esta correcéo ainda ndo € suficiente pois,
para manter o calendario em sincronia com as
estacOes do ano, este deveriater 365,242199 dias.
Por este motivo, o papa Gregoério X111, em 1582,
promulgou o calendério gregoriano, aindaem uso
nos dias de hoje, onde os anos bissextos sdo as-
sim caracterizados:

anos hissextos sdo os correspondentes a ndme-
ros divisiveis por 4, mas ndo por 100, exceto 0s
divisiveis por 400, estes, também, bissextos.

Daremos inicialmente a regra pratica que per-
mite determinar o dia da semana de qualquer data
entre 01/01/1800 e 31/12/2100. Na segunda parte
do artigo justificaremos esta regra.

136



A regra pratica
Usaremos uma tabela em que a cada més corresponde um ndmero. Para
0s anos bissextos serdo usados 0s nUmeros entre parénteses.

jan. 1 (0) | jul. 0
fev. 4 (3)| ago. 3
mar, 4 set. 6
abr. 0 out. 1
maio 2 nov. 4
jun. 5 dez.

Uma outra tabel a associard os dias da semana com os nimeros inteiros de 0 a 6:

resto dia
1 dom.
2¢f,
3¢f
43,
5f
6f

WL T

o @ ot W e

sab.

1° caso:

datas de 01/01/1900 a 31/12/1999
Vamos determinar asomaA + B + C+ D, onde
A é o nimero formado pelos dois Ultimos agarismos do ano dado.
B é a parte inteira do quociente da divisao de A por 4.
C é o dia do més dado.
D é o nimero da primeira tabela correspondente ao més dado.

Em seguidadividimosA+ B + C+ D por 7, achando um resto inteiro entre
0 e 6. A segunda tabela mostra como associar o resto com o dia da semana.
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Exemplo:
18 de outubro de 1956
Temos: A= 56
5=14 (quociente de 56 por 4)
C 18

D = 1 (correspondente a outubro)

3917_
5 12

Logo, a data foi uma quinta-feira.

2° caso:
datas de 01/01/2000 a 31/12/2099

Acrescentamos 6 a soma definidano 1° caso. O restante
mesmo. Por exemplo: 20 de fevereiro de 2040.

A =40
5=10
C=20
D = 3 (corresponde a fevereiro em ano bissexto)

acréscimo = 6

79L

21

A data serg, portanto, uma segunda-feira.

3% caso:
datas de 01/01/1800 a 31/12/1899
Agora acrescentamos 2 a soma definida no 1° caso.

Exemplo: 7 de setembro de 1822
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A =22

B = 5 (quociente nadivisio de 22 por 4)
Cc=7

D=6

acréscimo = 2

42 17

o
6

Logo, a Proclamacéo da Independéncia do Bras|l ocorreu num sdbado.

Judtificativa da regra préatica

Vamos nos limitar a umajustificativa para o periodo de 01/01/1900 a
31/12/1999, pois, adotando roteiro analogo, podera o leitor completar as
lacunas que permanecerem e assim desfrutar um agradavel entreteni-
mento aritmético.

No que segue, usaremos sempre as letras A, B, C e D, como foram defi-
nidas acima.

Vgamos atabela dos meses:

Janeiro

Usando aregra prética, descobriremos que o dial® de janeiro de 1900 cau
numa segunda-feira Este € um fao que srd usado para a construcéo da
tabela

Ao dia 1, portanto, est associado o ndmero 2 (de 2°), 0 mesmo aconte-
cendo com osdias 8, 15,22 e 29, todos do tipo 7k+ 1. 0 & se o diado més
for dotipo

7k+ 1, ade estara asociado o nimero 2(1 + 1).
Anaogamente, se o diafor do tipo

7h 4 - 2, ade edtard associado 0 nimero 3 (2 + 1);
7k+ 3, adeestaraassociado o nimero 4 (3 + 1);
7k+ 6, aele estar associado 0 nimero 0 (sdbado);
7k+ 0, ade estara associado o nimero 1 (domingo).
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Umapossivel regra prética parajaneiro de 1900 seria: divida o diado més
por 7 eacrescente 1 ao resto dadivisdo, ou, 0 que € mais simples: some 1 ao
dia do més — o resto da divisdo por 7 (do resultado) dara o dia da
semana. Estaé arazdo do 1 ao lado dejaneiro.

Fevereiro

Observe que do dia 01/01 a 28/01 existem 4 semanas completas, sobran-
do ainda 3 dias dejaneiro (os dias 29, 30 e 31). Portanto a data C de
fevereiro de 1900 devemos somar 1+3 (1 que ja vem de janeiro, mais 3 por
causados dias 29, 30 e 31) edividir o resultado por 7 para que o resto da
divisdo dé o dia da semana
(Observe:

31/01—31 + 1 =32=4x7 +4 — 4.
01/02—1+1+3=5—5%)

Isto explica o porqué daparcela 4 ao lado de fevereiro.

Marco

Fevereiro tem 4 semanas completas (em anos néo bissextos). Portanto a
mesma regra de fevereiro de 1900 serve para marco de 1900: some 4 ao dia
C de marco de 1900 e divida o resultado por 7.

Abril
Margo tem 31 dias, isto €, 4 semanas completas mais 3 dias.

A data C de abril de 1900 deve-se somar a parcela4 + 3(4, que javinhade
marco, e mais 3, por causa dos dias 29, 30 e 31 de marco).

Mas o resto dadivisdo de C + 7 por 7 éigual ao resto dadivisdo de C por 7.
Dai, 0 0 natabela, ao lado de abril.

Maio

Abril tem 30 dias, isto é, 4 semanas mais 2 dias.

Basta somar 2 a cada dia C de maio de 1900 e dividir o resultado por 7.
O resto daré o dia da semana.

Esta é arazdo do 2 ao lado de maio.
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Junho
Maio tem 4 semanas e mais 3 dias.

Ao dia C dejunho de 1900 devemos somar 2 + 3 (2 é aparcelaquevinha
demaio e 3, por causa dos dias 29, 30 e 31 de maio).

Isto explicao 5 ao lado dejunho.
O leitor saberajustificar, paral900, os nimeros ao lado dos outros meses.

Sejaagoraum ano TV, ndo bissexto, entre 1900 e 2000, cujos dois Ultimos
algarismos formem o nimero A.

Entre 1 dejaneiro de 1900 e 1 dejaneiro do ano TV, transcorreram A anos, sendo
B (parte inteira do quociente de A por 4) 0 nimero de anos bissextos. A quanti-
dade de dias nesse periodo foi 366 B + 365 (A-B)=365A+ B=364A+ A+ B

Jaque 364 A é divisivel por 7, o resto da divisdo de 365 A+B por 7 é igual
a0 resto da divisdo de A + B por 7. Para determinarmos o dia da semana em
gue caiu um dia C de um més qualquer do ano TV, basta encontrar o resto da
diviso por 7 da somaA+ B+ C+ D.

Suponhamos agorao ano N, bissexto.

Entre 1 dejaneiro de 1900 e 1 dejaneiro do ano TV, transcorreram A anos
dos quais B - 1 foram bissextos. A quantidade de dias nesse periodo foi:

366 (B -1) + 365 [A-(B-1)] = 365A+B -1 =364A+A+B-1

O resto da divisdo deste nimero por 7 € igual ao resto da divisdo de
A+ B~ 1por7. Assim, paralocalizarmos o dia da semana em que caiu um
dia C dejaneiro ou fevereiro do ano TV, basta achar o resto da divis&o por 7
da soma A+B + C + D— \. Esta é arazdo dos nimeros entre parénteses,
ao lado dejaneiro e fevereiro, na tabela dos meses.

Se adata C néo pertencer ajaneiro ou fevereiro, serd necessario calcular o
resto da divisdo por 7 do nimero (A+B-I) + (C+ D+ |), sendo o acréscimo
1 devido a0 fato de fevereiro ter um dia a mais em um ano bissexto. Mas,

(A+*B+ -I) + (C+ D+l) = AtB+ C+ D
Portanto, para meses diferentes dejaneiro e fevereiro a tabela ndo sofre-
ra qualquer alteracéo.

Queremos ainda mencionar que, embora tenhamos apresentado um
meétodo véalido para o periodo de 01/01/1800 a 31/12/2099, o leitor podera
com algumas modificagdes necessdrias localizar dias da semana para ou-
tros periodos de tempo.
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Dominos |

Fechando o domind

Estas atividades usam o jogo
de dominds para motivar o
estudo de contagem, mdlti-
plos, divisores e paridade de
ndmeros naturais.

A simples construcéo de um
jogo de dominés, usando
cartolina ou papel cartéo é
um exercicio de contagem or-
ganizada para decidir, por
exemplo, quantas e quais pe-
gas precisam ser cons-
truidas,ou quantas vezes um
determinado nimero apare-
ce nas pecas.

A construcé@o pode ser feita
mesmo na 5% série. O de-
safio da construcado dos
"quadrados magicos" com
as pecas de dominé exerci-
tam a criatividade e as ope-
racdes aritméticas.
"Fechando o dominé" envol-
ve observacéo, contagem e
paridade.

Estas atividades podem ser
utilizadas desde a 5?2 série,
mas serdo Uteis e ladicas
também para alunos até da
82 série.

Alexandre Kleis

O problema

Meu irméo estavajogando domind com alguns
amigos, quando um deles"fechou" 0 jogo. Encer-
rado assim, sem ninguém "bater", cada duplacon-
tou seus pontos (a soma dos nimeros das pedras
gue sobraram). Um jogador disse"22" e outro fa
lou"15". Ai umamigo de meu irméo protestou:

N&o pode! Seojogo fo fechado e umadupla
tem um ndmero par de pontos, a outra tam-
bém tem. Ou ent&o as duas tém nimeros im-
pares de pontos.

Defato, analisando o jogo, descobriram um
"gato": uma pedra colocada erroneamente, |14
nomeio.

Meu irméo ficou curioso. Por que a paridade
das somas de pontos tinha de ser a mesma? Seu
amigo |he deu umaresposta que Ndo o convenceu
— jogava ha anos domind e sempre fora assm.

O que segue € uma explicacdo que encontrel
para esta divida

A explicagéo
O domind é um jogo formado por 28 pegas,
como as da figura

I
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Nelas aparecem todas as combinacfes possiveis dos nimeros de 0 a 6,
dois adois, inclusive com repeti¢cdo. Cada nimero aparece 8 vezes.

Creio que todos os leitores conhecem as regras do jogo.

Um exemplo dejogo fechado € o seguinte:

3
3:515:4 4:33:66:11:3:‘33300: 2:3

Estejogo se diz "fechado" porque todas as pedras que contém o " 3" ja
estdo namesa e, em conseqliéncia, ninguém mais tem como jogar.

Em um jogo fechado, os nimeros nas duas extremidades sdo iguais.
De fato, todos os nimeros, salvo o0s das pontas, aparecem aos pares, pela
prépria regra do jogo. Portanto, um jogo fechado que comega com 3, por
exemplo, tera 6 ocorréncias do 3 "internamente” e o Gltimo 3 disponivel tera
gue estar, necessariamente, na outra ponta.

Como conseqliéncia, a soma de todos os nlimeros (na mesa), em um jogo
fechado, sera par.

Observando que a soma total dos pontos em um jogo de dominds é
5=8(0+1+2+3+4+5+6) e, por-tanto, par, vé-se que, em um jogo fechado,
sobra, ao todo, um nlimero par de pontos nas maos das duas equipes adversarias.

Isto significa que cada uma das equipes tera um numero par de pon-
tos (dando uma soma par), ou cada uma das equipes tera um ndimero impar
de pontos (dando também uma soma par). O que ndo pode acontecer € que a
soma dos pontos de uma equipe sgja par e da outra, impar, pois neste caso a
soma total seria impar, o quejavimos ndo pode acontecer.

Outra observacéo

Com uma definic8o adicional, podemos tirar mais uma concluséo.
Definicao. Uma pedra € impar quando a soma de seus nimerosfor impar.
Por exemplo, 3 : 2 éumapedraimpar.

Conclusdo. Em um jogo fechado, a quantidade de pedras impares, na
mesa, € par.

Defato, j&vimos que em um jogo fechado, a soma dos pontos, na mesa, €
par. Ora, uma soma par deve ter um nimero par de parcelas impares.
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O jogo de dominds
(um desafio mateméatico?)

José Lafayette de
Oliveira Goncalves

Umjogo muito antigo e conhecido por muitos estudantes e professores € o
jogo de dominds. Ele é congtituido por 28 pegas retangulares e pode ser con-
feccionado com reténgulos, por exemplo, de 6 cm x 3 cm, divididos em 18

quadradinhosde 1 cm x 1 cm. A marcagdo dos pontos em cada peca deve
obedecer a uma certa estética

As pecas de domind tém sido usadas em sda de aula, nas siesinicials,
para efetuar e fixar pequenas somas. Por exemplo:

sl = =
1 - 9
L ] 4 8 8
*‘_W\
] L |
- L] 6 -
L] -

O proprio jogo de dominds € desafiante. O mais comum € 0 que envolve
4 jogadores, divididos em duplas. Cada jogador recebe 7 pegas, e torna-se
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vencedora aquela dupla em que um dos parceiros consegue colocar todas
as suas pegas antes dos demais jogadores. Jogadores habeis observam as
pecas a medida que vdo sendo jogadas e descobrem rapidamente quais
ainda estdo nas maos do parceiro ou dos adversarios, permitindo-lhes ela-
borar estratégias que os levam a vitoria.

Podemos também utilizar os dominos para apresentar aos Nossos alunos
alguns desafios interessantes:

1.Comas8pecas: (0e0); (0Oel); (0e2);(0e3);(1el);(le2);(2e2
e (2 e 3), formar um quadrado, de modo que as somas ao longo das linhas
horizontais, verticais e ao longo das duas diagonais sejam todas iguais a 5.

Um pouco mais dificil € o seguinte desafio:

2.Comas8pegas: (1el);(1e2);(1el3);(1ed),;(2e3);(2ed);(3ed) e
(3 e 5), formar um quadrado, de modo que as somas ao longo das linhas
horizontais, verticais e ao longo das duas diagonais sejam todas iguais a 10.

3. Trocando apenas aspecas (L e 1) e (3 e5) pelaspegcas (0 e 2) e (4 e
4), repetir o desafio acima.

4. Finalmente, com as 18 pecas:
(0e0); (0Oe1); (0e2); (0Oe3); (0ed); (0e5);
(lel);(le2);(e3);(ed),(led);( eb),

(2e2);(2e3);(2e4); (2e6); (3e3) e(3e4),
formar um quadrado, de modo que as somas ao longo das linhas horizon-
tais, verticais e ao longo das duas diagonais sejam todas iguais a 13.

145



O jogo dos
guadrinhos

Helder de Carvalho Matos

o y ) O jogo de quadrinhos é muito conhecido e
Esta atividade utiliza o jogo t30 s | d licad
de quadradinhos, que ¢ bas- a0 simplées que pq _e Ser explicado em pou-
tante conhecido em algumas cas palavras. Ele éjogado num quadricula-

regides. Caso os alunos nao do de pontos como ilustra a Figura 1.
o conhecam, o professor
pode apresenta-lo e ensina-

los a jogar. ¢ . . *
A atividade estabelece estra- - » _:\"- . -
tégias para se ganhar o jogo Figura 1
e pode ser aplicada, com
adaptagcGes em qualquer sé- . o . 'Ir' .
rie da 5% a 8°. |

- - [

Cada jogador marca uma aresta unindo
dois vértices na mesma horizontal ou na
mesma vertical (Figura 2).

Figura 2

e toda vez que um dos jogadores, ao colocar
¢ { uma aresta, completar um circuito fechado,
eletem direito (e obrigacdo) de marcar nova
aresta (é importante ndo confundir "circuito
fechado"com "quadrinho unitério” ou, sim-
plesmente, "quadrinho". Embora todo qua-
. et drinho sgja um circuito fechado, este pode

i ser mais geral que um simples quadrinho,

Figura 3 como ilustra a Figura 3).
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Ganha ojogador que fechar o maior nimero
de quadrinhos, e 0jogo termina quando o qua- AlalH
driculado original ficar reduzido apenas a qua-
drinhos. Parafacilitar a contagem, osjogadores
marcam os quadrinhos que v&o fechando com
suainicial. Por exemplo, se Herculano joga com
André, ojogo pode terminar com a vitéria de H]AL A
André (Figura 4)

H]JA]A

O jogo de quadrinhos é largamente jogado Figura 4

em fundos de salas de aulas, sobretudo quando
a aulaficamuito chata... E foi depois de muito
jogar em tais circunstancias que acabei desco-
brindo como prever, em qualquer jogo, qual dos
doisjogadores ganhara (ou, pelos menos empa-
tard) ojogo.

*

I ——d

Daremos algumas definices preliminares.
Figura 5

Diremos que 0jogo se encontra numa situacdo
quase final, quando no quadriculado néo exis-
tirem quadrinhos com trés arestas, mas um tal
quadrinho forgcosamente se formar4 com o
acréscimo de qualquer nova aresta (Figuras 5 e 6). Chamaremos corredor a
uma sequiéncia de quadrinhos que ser8o fechados por jogadas sucessivas de
um mesmo jogador (Figura 6).

- -
] ity ettty
e
L J e s il
Figura 6

Quando umjogo se encontra em situacdo quase final, .
como ilustra a Figuras 6, ele consiste exclusivamente de G
corredores, e qualquer aresta adicional precipita o fecha L C
mento de quadrinhos ao longo de um corredor. Vamos enu- 3
merar os corredores em ordem crescente (mais
precisamente, ndo-decrescente) de seu tamanho. Por ta- Cs
manho de um corredor entendemos o nimero de qua G
drinhos que ele produz com os fechamentos sucessivos.

No caso daFigura7,C; =C,= 1,Cs=2eCy= 5. Figura 7
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Vamos supor, como é natural, que cadajogador proceda da maneira anao
entregar quadrinhos; e se for obrigado a entregar alguns, que entregue o
menor nimero possivel, isto & que entregue o corredor que tenha menos
quadrinhos a fechar. Chamaremos esse procedimento de perda minima. Ve
remos, logo adiante, que tal procedimento ndo assegura vitoria, ou mesmo
empate; mas permite prever quem vai ganhar (ou empatar) o jogo.

Observemos agora que o jogador que fechar o Ultimo corredor (o de ni-
mero r), fecha também os de nimeros r - 2, r - 4, ..., € 0 outro jogador
fechara os corredores r - 1, r — 3, r - 5, ... Ha dois casos a considerar,
conforme r sga par ou impar.

[° caso: rpar. Ojogador que fechar o Ultimo corredor ganhara um ndmero
de quadrinhosigual a

§=C+C,+..+C

2

€ o outro jogador ficari com §,=C _ +C .+ .. +C, quadrinhos.

2t case: r impar: O jogador que fechar o ultimo corredor ganhara
§=C+C _,+..+C quadrinhos, ao passo que o outro ficard com
§,=C,_ +C_,+.+C, quadrinhos.

Vamos colocar esses dois casos a lado, em colunas, 0 que nos permite
comparar as somas S e S

¥ par © rimpar
c:C., - C=C,
C,2C €,2C,
PR

P~ "1 1

Soma § 25, Soma S>8

Isto permite congtatar, facilmente, que o jogador que terminar 0 jogo sempre
levara vantagem e certamente ganhard se r for impar, pois neste caso, S é
estritamente maior que S, Portanto, a estratégia para ganhar (ou, pelos menos,
empatar) 0jogo é assegurar-se de fechar o Ultimo corredor.

Quando, aindano ensino médio, eu me divertiacom o jogo de quadrinhas, acabel
percebendo a necessidade de ganhar o Ultimo corredor para ndo perder ojogo. E
acabel descobrindo também que se 0 nimero de vértices for impar, entdo ganha
ou empata o primeiro jogador (0 que comega 0jogo); ao passo que se o
numero de vérticesfor par, entdo ganha ou empata o segundo jogador.
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Para estabelecermos esse resultado, vamos considerar 0jogo ja em situa
¢do quase final, quando ent&o vale a seguinte formula de Euler generalizada*:

A+r= V+R-2,

onde A é 0 nimero de arestas, r o numero de corredores, V o nimero de
vértices e R 0 nimero de regibes. As Figuras 6 e 7 ilustramjogos com uma
Unica regido cada um, que é o plano todo. Ja as Figuras 8 e 9 mostram jogos
com trés regifes cadaum: R, R, e R;

‘ Bs o R,
Ry {R: °
. 4 .RI
. b
Ry [—'
- L
Figura 8
Figura 9

Para determinar quem ganha o ultimo corredor e, portanto, ganha ou em-
pata o jogo, vamos primeiro supor que R = 1 quando ojogo chega a uma
situagdo quase final. Isto significa que no quadriculado ndo ha circuitos fe-
chados. Entdo, a formula de Euler nos da.

A +r= V-\.

Temos de examinar duas hip6teses, conformeV sga impar ou par, e cada
uma delas comporte dois casos.

1- hipétese: Véimpar. Entdo A + r é par, dai os dois casos seguintes:

Caso l1a: A er ambos pares. Disto decorre que foi 0 segundo jogador quem
colocou a Ultima aresta (pois A € par), levando 0jogo a situagéo quase final.
Portanto, € o primeiro jogador que entregard o primeiro corredor ao segundo;
€ como r é par sera o primeiro quem fechard o Gltimo corredor, ganhando ou,
pelo menos, empatando 0jogo.

Caso | b: Atr, ambos impares. Entéo, foi o primeirojogador quem colocou
aultima aresta (pois A é impar), levando ojogo a situagdo quase final. Em

* Essa formula € uma conseqiiéncia smples da formula de Euler para grafos plancs
(vga-anapag 143 do livro Teoria e Model os de Grafos de Paulo O. Boaventura
Netto. Editora Edgard Blucher, 1979)
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conseqliéncia, o segundo jogador entregara o primeiro corredor ao primeiro
jogador; e como r € impar, o primeiro jogador fechara o Ultimo corredor,
ganhando ojogo, pois neste caso ndo ha empate.

22 hipétese: V par. O raciocinio aqui € inteiramente andlogo ao da 12
hipotese, com dois casos a considerar. A Unica diferenca € que agora
guem ganha ou empata 0 jogo € o segundo jogador.

Falta examinar o caso em que R > 1. Ora, quando ojogo comega, R=I,
pois sO temos uma regido, que € o plano todo. E, se R permanecer igua a 1
até a situagdo quase final, um dosjogadores é o favorecido; como acabamos
de ver, trata-se do primeiro, seV for impar e do segundo se V for par. Se um
dos jogadores decide fechar um circuito, ele altera a paridade de V+ R - 2,
na situacdo quase final, portanto altera a paridade da soma A + r na formula
de Euler e, repetindo os argumentos ja usados, o anteriormente favorecido
passa a ser o desfavorecido. Mas lembremos que, pelas regras do jogo, 0
préprio jogador que fechou um circuito € obrigado a colocar uma nova aresta,
0 gque novamente altera a posi¢éo dos jogadores, restabel ecendo as previsdes
originais. 1sto completa a demonstracdo do teorema em todos 0s casos.

Dois é maior que trés?

Evidentemente que existe wm erro na demonstragio. Deixamos para o leitor
sua descoberta e discussdo,

1>3
DEMONSTRACAO y
Afirmacdes Razdes |
1. 1/4>1/8 12 De duas fragdes de mesmo numerador, maior é
a que tem menor denominador.
2. (128 > (1/2) 22 Colocando 1/4 e 1/8 sob forma de poténcia. '_

3 log (12> log(lei’ 32 A um namero maior, corresponde também um
) logaritmo maior.

LR g—

4, 2logl/2>3logl/2 . 42 Propriedade operatéria dos logaritmos.
5 2>3? .. 52Dividindo ambos os membros de (4) por log 1/2;

Y,

Se fosse usado logaritmo de base positiva menor que um nesta demonstragio,
.que conseqiiéncia traria para razio (3°)?

Abdole Gannam
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O jogo do Nim - um
problema de divisao

Este antigo jogo chinés exer-
cita a operacao de diviséo,
além do raciocinio dedutivo
e busca de estratégias de vi-
téria. Um aluno de 52 série
pode ser sempre um vence-
dor, se entender a Matemaéti-
ca envolvida no jogo.

Carlos Alberto V. de Melo

Existe umjogo de palitos, tradicionalmente fa
moso, proveniente da China e chamado JOGO
DO NIM.

O jogo, disputado por doisjogadores, é esta-
belecido da seguinte forma:

1. a quantidade de palitos deve ser um nimero
impar;

2. cadajogador retira, por suavez, uma determi-
nada quantidade de palitos, sendo que esta
quantidade deve ter um limite minimo e um
maximo, previamente fixados;

3. perde aquele que retirar o Ultimo palito.

Com o advento e a popularizagdo dos micro-
computadores, este jogo passou a fazer parte
do repertorio de brincadeiras que se podem fa
zer com estas maguinas.

Certavez, um aluno do ensino médio quis saber
se existe um método ou férmula para ganhar do
computador, acrescentando que, se aférmulafos-
se muito dificil, ndo serianecessario explicala

Estupefato ele ficou com aresposta: se ele for
0 primeiro ajogar, sempre podera ganhar pois o
meétodo que lhe dara a vitoria & simplesmente um
problemade divisdo. Assim, qualquer aluno de 52
série poderd ser um grande vencedor.

Vgamos, entdo, 0 método:

Suponhamos que nosso jogo conste de 29 pa-
litos, e que possamos retirar no minimo 1 (um) e
no méaximo 4 palitos.
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O primeiro ajogar fara mentalmente a divisdo:

95

4 5

Temos, entdo, 5 grupos de 5 palitos, restando 4.
Dos 4 palitos que restam, separamos 1 (um) palito. Tudo isto mentalmente.

Esquematizando, para melhor visualizar, temos a seguinte situacdo:

I ITINE THITE TEOET HHT HHE T

Ent&o, o primeirojogador retira 3 palitos, e dai em diante, sga qual for a
quantidade que o segundo retirar, o primeiro retirara o que fatar para 5.

Logicamente, o primeiro jogador vencera.

Outras variantes destejogo podem ser feitas, a critério da imaginacdo do
professor que quiser utiliz&-lo como um bom estimulo para ensinar ou recor-
dar contas de divis&o.

Impertinéncia:
Vocé s ensina ou também trabal ha?
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A teoria matematica
do jogo de Nim

Inez Freire Raguenet

Marcia Kossatz de Barrédo
O Jogo

Em suaformaoriginal, NIM éum jogo paradois
participantes, que chamaremos de jogador A ejoga-
dor B. Colocamos sobre uma mesa 3 pilhas de obje-
tosde qualquer tipo, ou entdo, usamos palitos defos-
foro. Dispomos sobre amesa 3 filas com um nime-
ro arbitrério de paitos, sendo que, noinicio, duasfilas
ndo podem ter o mesmo nimero de palitos.

Por exempl o:

13fila(7 palitos)

3*fila(2 palitos).

H 2%fila(4 palitos);

Jogar NIM consiste em, apoés retiradas sucessi-
. Vasdos palitos de cima da mesa, alternando dejo-
o gador parajogador, conseguir deixar o Ultimo palito
para seu oponente retirar, pois a derrota se dapara
aquele que retira o Ultimo palito. Estas retiradas so
podem ser feitas em uma das filas de cada vez, e o
jogador precisa tirar pelo menos um palito. Tam-
bém é permitido que o jogador retire todos os pali-

tos de umafilaem suavez dejogar.

O fato interessante € que se na sua vez de
jogar vocé conseguir deixar uma certa configu-
racdo de palitos na mesa - de modo que, se de-
pois disso vocéjogar sem erro, seu oponente ndo
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possa ganhar, independentemente dasjogadas que ele faca -, esta configu-
racdo sera chamada uma combinagdo segura.

Em linhas gerais, a demonstracdo deste fato consiste em mostrar que se 0
jogador A deixa uma "combinac8o segura" de palitos na mesa, entéo B, no
seu proximo movimento, sgaele qual for, ndo podera deixar uma combinagéo
segura. Além do mais, apds 0 movimento de B, o jogador A novamente pode-
ra deixar uma nova combinagdo segura e continuar o jogo.

Como determinar a combinacdo segura

Suponha que a primeira fila tenha P palitos, a segunda S, e terceira, T
palitos. Escreva estes nimeros P, Se Tem notagdo binéria e disponha-os em
3 linhas horizontais de tal modo que as casas das unidades se correspondam.

Por exemplo:

P = 9 palitos, S= 5 palitos, T= 12 palitos

Teremos: 9= 122+ 0.2 + 0.2 +1.2°, isto é P = 1001 em notago binria.

Usando o mesmo raciocinio, temos, em notagdo binéria, S= 101 e T= 1100.

Disposic¢éo:
P 1001
S 101
T 1100

casa das unidades

Se a soma dos algarismo das casas correspondentes de P, Se T for igua
aOou?2 (i.e, congruente a0 mod 2) entdo esta serd uma combinagdo segura.

No caso:
P 1001
S + 101
T 100
2202 (esta é uma combinagdo segura)

Observe que, dados dois niimeros em notagdo binaria, podemos determi-
nar um terceiro que dé uma combinagdo segura, e de maneira Unica. Basta
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escrevé-lo de tal forma que, a0 somarmos as casas correspondentes, obte-
nhamos 0 ou 2.

Por exemplo: dados, j& em notagdo binaria, P = 100 e S= 11; podemos
determinar T da seguinte forma:

P 100
S + 1
T ?77?

XYZ

onde X, Y, Z s6 podem ser 0 ou 2. Neste caso, por uma fécil verificaggo, T= 111.

N&o esqueca que T é dado em notacgdo bindria, logo, so pode ter os alga-
rismos O ou 1.

Em outras palavras, se P, Se T formam uma combinac8o segura, en-
tdo quaisquer dois deles determinam o terceiro.

Observacoes:

1) Como toda regra tem sua excegdo, também sdo combinagdes seguras:
a P= 1,S=T=0;
b) P= ST= 1

2) Uma combinagdo segura particular é aquela em que duas filas tém o
mesmo ndmero de palitos (P = ), e aterceira ndo tem nenhum (T = 0),
com excegdo de P = S=| e T=0.

Enunciaremos agora os dois teoremas que ensinam vocé a ganhar.

Como ganhar no jogo de NIM

Teorema 1: Se ojogador A deixa uma combinac8o segura ha mesa, entéo B
nao conseguird deixar outra combinagdo segura na sua vez dejogar.

A demonstragdo é fécil: basta ver que B pode mexer em apenas uma fila
de palitos e tem que retirar pelo menos um. Sabendo-se que, dados os nime-
ros de palitos de duas filas, determina-se unicamente o nimero de palitos da
terceira e considerando-se aA deixou uma combinacdo segura, qualquer mo-
vimento que B faca desmancharéa esta combinacédo segura. Logo, o jogador B?
nao podera deixar uma nova combinagdo segura.

Teorema 2: Se ojogador A deixa uma combinac@o segura na mesa e B
retira palitos de uma certa fila, entdo A podera recompor uma combina-
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¢80 segura retirando palitos de uma das filas restantes.

Antes da demonstracdo, veja um exemplo. Suponha que A deixou a se-
guinte combinagdo segura ha mesa:

9 palitos P 1001
5 palitos ou sga S + 101
12 palitos T 1100

2202

(é uma combinagao segura)

Suponha, também, que B retira 2 palitos da 1% fila. Restam:

7 palitos P m
5 palitos ou sga S + 101
12 palitos T 1100

1312

(ndo é uma combinagdo segura)

Se o jogador A quer deixar uma combinagdo segura, € claro que €ele tera
que retirar palitos da 3* fila, que contém 12 palitos. Vamos determinar o nu-
mero de palitos que devem restar na 3° fila (T) para que A consiga uma
combinacdo segura (observe que T tem que ser menor que 7).

Dados:

P 11

S + 101

T ?7?7?
XYZ.

Ora, para que PSTseja uma combinagdo segura, temos as seguintes pos-
sibilidades paraXYZ:

XYZ= 000 (incompativel com o problema)
XYZ = 202 (incompativel também)
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XYZ = 220 (idem)
XYZ = 200 (idem)

e outras.

Prosseguindo neste raciocinio, concluimos que o Unico vaor de XYZ com-
pativel com o problemaé 222; portanto, T = 0010, ou sga, 2 pditos. Assim,
ojogador A tem que retirar 10 palitos da 3 fila para obter novamente uma
combinacdo segura

Agora, a demondracdo do teorema 2.

Primeiramente, suponha que ojogador A deixou na mesa uma combina
¢80 segura. Dal, B escolhe umadasfilas, por exemplo, aprimeira, eretiraum
certo nimero de palitos dela. Observe que, quando um nimero diminui, a
mudanca que ocorre em suarepresentacao binéria, olhando da esquerdapara
adireita, € dgum 1 que passa para 0 (caso contr&rio, 0 nUmero estaria au-
mentando). Conddere ete primeiro algarismo no qua ocorre mudanca de 1
para 0. Decorre do fato de o jogador A ter deixado uma combinacdo segura,
gue na casa correspondente a0 agarismo que sofreu mudanga, apenas um
ndmero dos dois restantes (P, Sou T) vai conter 0 dgarismo 1 (nunca os dois
a0 mesmo tempo).

Agora, A escolhe este nlmero e coloca zero na casa onde 0 dgarismo 1
edtiver, tomando o cuidado de dterar ou ndo os dgarismos a direita desta
casa neste mesmo numero (de O para 1, ou de 1 para 0) de modo a obter
novamente uma combinagdo segura

Paraiilugtrar:
£ R N R T o
s o+ 000 " Bjoga + . 100 L djoga ¥, 100
r 1010 S - 1o
ajﬁ P e e E W e 220
(combinago segura) o  (combinagio segura)

O que aconteceu naverdade foi que o jogador A deixou namesao nime-
ro de palitos cuja representacdo bindria € 0 nimero resultante das ateragtes
faitas por de ap amar uma nova combinagdo segura
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No caso:

14 palitos 14 palitos 2 palitos
4 palitos B joga 4 paitos Ajoga 4palitos
10 palitos -» 6 palitos -» 6 palitos

(combinac&o segura) (combinac&o segura)

Qualquer que sga a proximajogada de 5, por um raciocinio andlogo, néo
impedira A de fazer uma nova combinagdo segura, retirando os palitos de
maneira conveniente. Deste modo, o jogador A fatalmente ganhara o jogo,
observando as seguintes propriedades e estratégias.

1 - Suponha que o jogador A, ao deixar uma combinagdo segura na mesa,
retiratodos os palitos de uma certa fila. Enté&o, certamente as outras duas
filas terdo o mesmo ndimero de palitos.

Il - Suponha que o jogador B retira todos os palitos de uma das filas. Ent&o,
as duas outras terdo nimeros diferentes de palitos e, assim, o jogador A
podera iguala-las, deixando na mesa uma combinagdo segura.

Il - Suponha que, anos apds alguma das filas ter seu nimero de palitos
reduzido a zero, o jogador B deixe uma das filas restantes com apenas 1
palito. Ent8o, basta A tirar todos os palitos da outra fila, deixando que
aquele Ultimo sga retirado por B e, conseqlientemente, fazendo com que
B percaojogo.

IV - Suponha que, tendo uma das filas seu nimero de palitos reduzido a zero, o
jogador B "zera" outra fila. Ent&o, basta A deixar apenas um palito na fila
restante, fazendo também com que B perca o jogo.

V - Suponha que o jogador A deixou alguma fila com apenas um palito.
Ent&o, ocorre uma das trés possibilidades.”

a) as duas outras filas tém um palito cada uma;
b) as duas filas ndo tém nenhum palito;

¢) as duas outras filas tém numeros diferentes de palitos uma da outra,
as quais, por suavez, ndo serdo 0 ou 1 simultaneamente.
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Resumindo: O jogador que conseguir manter uma combinacdo segura
namesa ganha 0jogo. Assim sendo, se a primeira disposicdo dos palitos na
mesa formar uma combinac8o segura, a primeira pessoa ajogar vai des-
manchar esta combinagdo segura. Logo, 0 segundo ajogar terd a sorte de
poder recompor uma combinacdo segura e, se ndo errar, ganha o jogo. Da
mesma forma, se a primeira disposicdo dos palitos na mesa ndo formar
uma combinagdo segura, 0 primeiro ajogar podera e, novamente, se nao
errar, ganha 0jogo.

Portanto, ganhar (ou ndo) depende da probabilidade de se ter uma combi-
nacdo segura na primeira disposicdo dos palitos na mesa. E, também, de
entender este artigo.

Rd.: CharlesL. Bouton - Armaisof Mathematics, s. 11, val. 3, N° 1, Oct. 1901, p. 35
(Nim, a game with a Complete Mathematicd Theory).
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Resta-um, Resta-zero,

S
S S
A A
o /@
A
S
S

LU N U N N W N

e a operacao Nim

Carlos Augusto Isnard

Instituto de Matematica Pura
e Aplicada

Uma variante do jogo do NIM é praticada nas
praias brasileiras, com os palitos substituidos por
pontos marcados na areia que vao sendo apaga-
dos pelosjogadores. Ojogo se inicia com sais fi-
las horizontais que tem respectivamente 6,5,4, 3,
2 e 1 pontos.

* & & 8 & &
* & 00

Estejogo €&, as vezes, chamado de Resta-um.

Os praticantes do jogo conhecem de memo-
riaas"combinagdes seguras’ como P, S T iguais,
1,2,30ul,4,50u3,5 60un,n, 0(n> 2) etc.
O artigo anterior apresenta uma interessante ca-
racterizagdo matemética dessas combinagdes se-
guras, através da representacdo dos nimeros na
base 2.

Mesmo havendo uma quantidade arbitraria de
filas, a disposi¢do nabase 2, descrita pelos auto-
res, serve ainda para caracterizar as combinactes
seguras: acombinagdo sera seguraquando asoma
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dos algarismos de cada casa for par, isto € quando cada coluna vertical tiver
uma quantidade par de algarismos 1. Existe uma excecdo a esta regra, que
ocorre quando nenhumafilahorizontal tiver mais do que um ponto: uma quan-
tidade impar de filas com um s6 ponto é obviamente uma combinag&o segura
para 0 Resta-um.

O Resta-zero é outro jogo, cujas regras sdo0 as mesmas do Resta-um,
exceto pela definicdo do vencedor: na regra do Resta-zero o vencedor é
qguem conseguir apagar o Ultimo ponto. As combinagdes seguras do Resta-
zero tém uma caracterizagc@o simples: sdo as mesmas do Resta-um, sem a
excecdo desagradavel no caso em que nenhuma fila tem mais do que um
ponto. E 6bvio que uma quantidade par de filas de um so ponto € uma combi-
nacdo segura para o Resta-zero.

Existe uma interessante opera¢iio comutativa e associativa relacionada a
esses jogos, a operagio Nim, definida no conjunto Z* = {0, 1, 2, ...} por
P& S=T& P S, Técombinagio segura para o Resta-zero (o que significa
que ¢ também combinag¢io segura para o Resta-um, se P 2 2 ou § 2 2).

Temos: n @ 0=n=0® nen®n=_0,para qualquer » € Z*, de maneira
gue na operagdio, Z* ¢ um grupo comutative com identidade 0 e tal que o
inverso de cada u é o préprio # (0 grupo Nim).

Havendo m filas com p, p,, ..., p, pontos, entio essa combinagio €é
segura para o Resta-zero se € somente se:

p,=p, ®..@p ,ouseja,seesomentesep @ .. &p =0

Por exemplo 2, 3, 4, 5 é combinagio segura (para o Resta-zero, logo tam-
bém para o Resta-um), porque 2@ 3 @4 =5 (calculo: 2@ 3=1e1H4=35,
pois 1,2, 3 e 1, 4, 5 sio combinagdes seguras conhecidas).

Da mesma maneira !, 5, 4, 3, 2, 1 é combinacio segura para ambos os
jogosporque L 5@ 4=0e 1 @3D2=0(pois 1,4,5¢ 1,2, 3 sdo combina-
¢bes seguras).

A seguinte regra € til quando os niimeros s3o muito grandes: Se P < 2%,
entdo 24 + P=2*® P (P, k € Z"). Em conseqiiéncia, se P < 2f ¢ § < 2* entdo
24+ P, 2% +8, T é combinagdo segura, se e somente se P, 5, 7' é combinagio
segura (P, S, T, ke Z%).

Como aplica¢ao, algumas computagdes Nim:
19, 21, 6 é combinacfio segura porque

1992i=(1603) 16 D5)=3@5=6
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podemos calcular 3@ 5=(2 @ 1) ® (4 & 1) =2 & 4 = 6 (usamos varias
vezes 2X@ P= 2+ Pse P< 2K P ke Z%).

No filme O ano passado em Marienbad o jogo aparece vérias vezes
com cartas de baralho no lugar de pontos ou palitos, iniciando-se com a
combinagdo 7, 5, 3, 1, que é uma combinagdo segura porque

193®5d7T=2@507=20dPNO(EdDI)=201@3=0,
Ou porgue na base 2 temos

: 111
101
11

[l T B R |

224,
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O jogo de Euclides

O momento ideal para apli-
cacdo desta atividade é du-
rante o estudo do maximo
divisor comum, embora pos-
sa ser utilizada para reforgo
dos calculos aritméticos. A
compreensdo do algoritmo
de Euclides para determina-
¢do do MDC é a inspiracéo
para o jogo. Pode-se, depois
da compreensdo do jogo,
propor perguntas do tipo:
Sempre se chegara ao zero?
Se um dos numeros € zero, o
outro serd o qué?

Quando o aluno perceber
gue a resposta a essa Ultima
questdo é "o MDC do par ini-
cial", ele ficard curioso para
compreender o processo. En-
tdo é interessante salientar a
proximidade com o algoritmo
de Euclides.

Joao Bosco Pitombeira

Descricéo do jogo

Sdo0 dois os jogadores - cada um escolhe,
secretamente, um ndmero natural ndo-nulo. Su-
ponhamos que um jogador escolheu o ndmero
31, e o outro jogador, o nimero 7. Um dos
jogadores é sorteado para iniciar o jogo. Ele
recebera o nimero escolhido pelo colega e de-
vera subtrair do maior nimero, 31, um mdalti-
plo ndo-nulo do menor, (k7 =7, 14, 21 ou 28)
de modo que o resultado ainda sgja positivo.
O segundo jogador receberd o novo par de nu-
meros 31 - k7, 1 e repetird o processo, subtra-
indo do maior nimero um multiplo do menor, e
assim por diante.

Ganhara o jogo quem obtiver primeiro o
numero O.

Especificando: os nimeros escolhidos séo 31 e
7. O I° jogador podera devolver para o colega 0s
pares de nimeros.

7 3 —7=24
7¢31-14=17;
7e31-21=10 ou "
e 31-28=3. |

Suponhamos que ele devolvao par 7 e 10.

Nesse caso, 0 segundo jogador sb terd uma al-
ternativa: responder com o par de nimeros 7 e 3.
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Serd avez, novamente, do primeiro jogador que podera escolher: 3 e 4
ou 3 el

Sejogar {3, 1},0segundo jogador jogara { 1,0} e sera o vencedor.

Sejogar { 3,4}, 0 segundo jogador seraobrigado ajogar { 3,1} €, najogada
seguinte, o primeirojogador ganharaojogo.

Euclides?

N&o é dificil ver, e o professor pode chamar a atencéo dos alunos para
esse fato, que o jogo termina com o par {n, 0}, onde n & o maior divisor
comum dos dois nimeros escol hidos inicial mente.

De fato, se denotarmos por a e b os nimeros escolhidos e um niimero
dividir a e b, este nimero também dividira a-kb e b. Reciprocamente,
se um numero dividir a - kb e b, este nimero também dividira a e b.
Portanto, os divisores comunsde a e beosdea- kb e b sdo os mesmos
e, conseqlientemente,

MDC (a,) = MDC (a — kb, b) = ... = MDC (1, 0) = 1.

Também ndo é dificil ver por que ojogo se chamajogo de Euclides -
basta observar o algoritmo de Euclides para o célculo do maior divisor co-
mum de dois ndmeros:

4 2 3
31 7 3 1
3 1 0

onde, em cada passagem, do maior nimero subtrai-se um mdltiplo do menor
(nojogo, esse multiplo ndo é necessariamente 0 maior possivel).

A estratégia para ganhar

Como foi feito, para ojogo do NIM, apresentaremos resultados matemati-
cos do jogo de Euclides, o que permitiréo dizer quem vencera 0jogo, caso
ambos os jogadores joguem corretamente.
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Surpreendentemente aparecera o niimero aureo

1+ /5
2

=1,618,

€ 0 seu papel serd decisivo para definir o vencedor do jogo - umjogo que s
envolve nimeros inteiros! (Esse nUmero r aparece ao dividirmos um seg-
mento narazdo aurea, ao estudarmos os nimeros de Fibonacci, e em outras
partes da Matemética.)

Nomenclatura

Dado um par {a, b}, coma > b, os pares {a - b, b}, {a- 2b, b}, ..,
{a - gb, b}, com a - gb > 0, chamam-se pares derivados de {a, b}.
Assim, {24,7}, {17,7}, {10,7}, {3,7} sdo osparesderivadosde {31,7}.

Sea-gpb>0ea-(g+ Db < 0, {a-gb, b} chamasepar derivado
minimo de {a, b}. No exemplo, {3,7} € o par derivado minimo de {31,7}.
Observe que, dentre todos os pares derivados de um par {a, b}, coma > b,
0s nimeros do par derivado minimo sd0 b s o resto da divisdo de a por b.

Se {a-gb,b) for o par derivado minimo, diremos que o par {a-(q- 1)b, b}
€ 0 par anterior ao par derivado minimo.

Observe, mais umavez, o exemplo. Dado o par {31,7}, 01° jogador tem
apenas duas opcdes significativas:

» ele escolhe o par derivado minimo {3, 7};

ou
» ele escolhe o par anterior ao par derivado minimo, isto €, {10,7}, obrigando
o adversério ajogar {3, 7} .

Qualquer outra escolha daria estas mesmas duas opgdes ao adversario.
Qual das duas é a melhor?

E possivel provar que se um jogador receber um par de nimeros {a, b} com,
1<L<r
b

naquelajogada ele ndo podera ganhar 0 jogo e tera como Unica opgéo de-
volver o par {a- b, b} que tem arazdo

b
a-b

= F.
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Portanto € sempre vantgjoso para um jogador escolher agquele par cuja
razédo é menor do que 2 e passa-lo ao adversario. Este, na sua vez, nao
ganhard 0jogo e sera obrigado a devolver um par com razéo maior do que 2.

E, agora, o fato decisivo:
Se um jogador receber um par {a, b} com L5 3%,
b
€le tera uma estratégia que lhe garantira a vitoria, pois podera sempre impe-
dir que o adversario ganhe 0jogo no lance seguinte. Como 0 jogo tem um
ndmero finito de lances, necessariamente havera uma vez em que o jogador

receberd um par de nimeros com um ndmero multiplo do outro, o que lhe
dari a vitoria

Em resumo: Se ojogo comecar com um par {a, b} com a> b, o primeiro
jogador terd uma estratégia que lhe garantira a vitoria se e somente se

a
—>r
b

ou se a e b forem iguais. Nos casos restantes, o segundo jogador é quem
terd uma estratégia que lhe garantira a vitéria.
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Jogos de Sperner

Este jogo de fichas brancas e
pretas pode ser utilizado des-
de a 5? série para incentivar
contagem e identificacéo de
ndmeros pares e impares.

Pode-se levar os alunos a dis-
cutirem estratégias de vitéria e
possiveis generalizagcdes do
jogo sdo apresentadas.

Jaime Poniachik

Argentina

1. Impactos

Em uma tira com n casas, dois jogadores d-
ternam-se, colocando nas casas umaficha de cada
vez. Um coloca fichas brancas, o outro, pretas,
sempre em casas que ediverem vazias. A partida
acaba quando néo exigtirem mais casas vazias.
Contam-se, ent&o, os "impactos'. H& impacto
quando duas casas vizinhas tiverem fichas de co-
resdigtintas. Se, no find, aquantidade de impac-
tos for impar, 0 Branco ganha a partida; se for
par, ganha o Preto. O diagramamograumaparti-
da terminada. Os impactos estdo marcados com
edrelas. Houve 5 impactos. Branco ganhoul.

900000006

*

LTETI

O Branco comega Qud é a estratégia vencedora?

Resposta
Ojogo dosimpactos ndo é maisdo que agpre-
sentac2o |Udica de um resultado matemético bas-

tante conhecido, o "Lema de Sperner”, aplicado,
€M NOSS0 caso, aum segmento. Diz o lema:

Em um segmento, dividido em segmentos me-
nores, marcamos 0 extremo esquerdo com O, 0
direito com 1 e cada ponto de diviséo intermedi&
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no com 0 ou 1. Dizemos que um segmento € "bom", se 0s seus extremos
estiverem marcados com ndmeros distintos.

a) Demonstra-se que o0 nimero de segmentos bons é impar.

b) Demonstra-se que os segmentos bons do tipo (0,1) so um amais do que
0s segmentos bons do tipo (1,0).

A demonstracdo € muito simples e engenhosa:

Contam-se 0s segmentos bons, indo da esguerda para a direita. O 1 que
estiver mais a esquerda fecha o primeiro segmento bom que é do tipo (0, 1).
O préximo segmento bom devera ser do tipo (1,0).

E, sucessivamente, 0os segmentos bons irdo se alternando entre os de um
e de outro tipo. O Ultimo serado tipo (0 1).

Dai conclui-se que a quantidade de segmentos bons € impar, e que haum
segmento amais do tipo (0,1) que o do tipo (1,0).

Observacdes: Se os extremos do segmento inicial receberem ambos 0 mes-
mo rétulo, a quantidade de segmentos bons sera par e havera tantos segmen-
tos de um tipo quanto do outro.

Voltemos ao jogo dos impactos. Para ganhar, o Branco apenas precisa as-
segurar que os extremos tenham fichas de cores distintas. 1sso € f&cil: ele joga
fichas, avontade, nas casas internas e, assim que o Preto colocar umafichaem
uma das extremidades, o Branco coloca sua ficha na outra extremidade.

2. Impactos em duas carreiras

As mesmas regras poderiam ser usadas em tabuleiros mais complexos.
Por exemplo:

et
e

L HENEEE

Qual é a estratégia para ganhar?
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3. Corolario do lema de Spener

Uma linha continua que comega subindo e termina descendo tem um
nimero impar de extremos (mMaximaos e minimos).

4. Jogo do sobe-desce

Numa tira de n casas escrevem-se os nimeros 1, 2, 3, ..., n da
seguinte maneira: cada jogador escreve um nUmero por vez numa casa
livre, nUmero que até entdo ndo tenha sido usado. A partidatermina quan-
do todas as casas estiverem preenchidas. Se resultar uma quantidade
impar de extremos, avitdria serd do primeiro jogador; se a quantidade for
par, ganhara o segundo. O diagrama mostra uma partida acabada:

71213]5({6 |8 )1}10{9]4
* * % X

Jogando em um tabuleiro quadriculado, a partida anterior ficariaassm:

1 A4'1

AEmnZ
_\1

-

—a e e NN DD

ad

Qud a edtratégia para ganhar?
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5. Noticia histérica

O Lema de Spener completo refere-se a triangulagéo de tridngul os, equi-
valente ao que foi nossa segmentacdo de segmentos. Ele diz:

Um triangulo, cujos veértices estdo marcados com os ndmeros 1, 2 e 3, €
dividido em tridngulos, e os novos vértices sdo numerados com trés
algarismos, respeitando a seguinte condicao de fronteira: todo novo vértice
que cair em um lado do tridngulo maior levara um dos a garismos dos extre-
mos desse lado. Demonstra-se que pelo menos um dos tridngul os da parti¢éo
estd numerado com trés algarismos distintos. E mais, o nimero total desses
tridngul os € impar.

A particdo deve ser tal, que dois tridngul os peguenos quaisguer ou n&o tém
ponto comum, ou somente tém um vértice comum, ou tém um lado comum.

Emannuel Sperner (1905-1980) foi um matematico aleméo, que
em 1928 demonstrou o lema da parti¢éo do tridngulo (e, em geral, do
simplexo n-dimensional). Um lema é, em Matematica, uma proposi-
¢do simples que antecede um teorema. O de Sperner antecede o
teorema do ponto fixo.

(Para maiores detalhes e extensdes veja Yu Shashkin. Pontos fixos. Editora Mei,
Moscou, 1991.)
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Um senhor de idade deixou o se-
guinte testamento:

"Deixo 1/3 da minha fortuna para
minha Gnicafilha e o restante para
a crianga que ela esta esperando,
se for homem; deixo 1/2 da minha
fortuna para minha Unica filha e o
restante para a crianga que €ela esta
esperando, se for mulher."

Apés sua morte nascem géme-
os: um casal. Como deve ser di-
vidida a fortuna?

Eu tenho trés bolas; A,B e C. Pintei
uma de vermelho, uma de branco e
outra de azul, ndo necessariamente
nesta ordem. Somente uma das se-
guintes afirmagdes é verdadeira:

A évermelha
B ndo é vermelha
C néo é azul
Qual é a cor de cada bola?

3 "Emboraeu esteja certo de que meu

rel6gio estaadiantado 5 minutos, ele
esta na realidade, com 10 minutos
de atraso. Por outro lado, o rel6gio
do meu amigo estarealmente 5 mi-
nutos adiantado. Noés marcamos um
encontro as 10 horas e cada um de
nos plangja chegar pontualmente e
em cima da hora. Quem chegara
em primeiro lugar? Depois de quan-
to tempo chegara o outro?
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...probleminhas da
&4 secao PROBLEMAS

. Pedro e Paulo apostam uma corrida:

Pedro corre a metade do tempo e
anda a outra metade.

Paulo corre a metade da distancia
e anda a outra metade.

Se ambos correm e andam, respec-
tivamente, com as mesmas veloci-
dades, quem chegara primeiro?

. Qual é o nimero que dividido por 2,

3, 4, 5 e 6 tem pararesto, respecti-
vamente 1, 2, 3, 4e5?

Numa familia, cada filha (moga)
tem 0 mesmo ndmero de irmaos e
irmés e cada filho homem tem duas
vezes mais irmés do que irmaos.
Quantas filhas (mogas) e filhos (ho-
mens) ha nesta familia?

. Qual é aérea maior?

30 40

8. A média das idades dos elemen-

tos de uma equipe de uma feira de
ciéncias é 14,625. Qual é o menor
nimero de elementos que podem
constituir a equipe?



10.

11.

12.

No Jardim dos NUmeros, os aga-
rismos a e b passeavam a uma ve-
locidade constante. As 14:00 h ja
tinham percorrido ab metros, as
14:42 h ba metros e as 15:00 h aOb
metros. Sabendo que no nimero
alb o algarismo das dezenas é zero,
mas o das centenas ndo, a que ho-
ras comegou O passeio?

Um destacamento de soldados pre-
cisa atravessar um rio muito pro-
fundo e sem pontes. Eles pedem
gjudaadois meninos que estéo pas-
sando pelo rio num barco. Porém,
o0 barco é téo pequeno que nele so
cabem os dois meninos ou um sol-
dado de cadavez. Como eles fize-
ram para todos os soldados atra-
vessarem o rio?

Num circulo formado por 10 pes-
soas cada pessoa escolhe um nu-
mero erevelaesse nimero aos seus
vizinhos no circulo. Cadapessoadiz
em voz ata a soma dos nimeros
dos seus 2 vizinhos. A figuramos-
tra os nimeros ditos em voz alta
Qual foi o ndmero escolhido pela
pessoa que disse 0 nimero 7?

Num hotel para cées e gatos 10%
doscéesjulgam que sfo gatose 10%
dosgatosjulgam que sdo caes. Apds
cuidadosas observagdes conclui-se
que 20% de todos os héspedes pen-
sam que sfo gatos e que Os restan-
tes pensam que séo cdes. Se no ho-
tel estdo hospedados 10 gatos,
guantos sdo os cdes hospedados?

13. No ano que vem fevereiro tera

cinco domingos. Qual foi 0 ano em
que isso aconteceu pelatlitimavez?

14. Num cercado pintinhos estéo per-

seguindo besouros de 6 patas. Se
o total de patas no cercado & 140,
as quantidades dos besouros e dos
pintinhos sdo dadas por nimeros
primos e ha pelo menos um be-
souro para cada pintinho, quantos
s80 o0s besouros?

15. Em um torneio de ténis participam

n jogadores. Todos 0s jogos s&o
entre doisjogadoresetodossdo eli-
minatérios. Quantas partidas serdo
jogadas até ser definido o campedo?

16. Calcule, sem usar calculadora, a

area sombreada, sendo:
a = 0,8667899776
eb=0,1332100224.

17.0 produto de dois nimeros que ndo

sdo primosentre si €6 435. Qual é
0 maximo divisor comum desses
dois nimeros?
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18.

19.

20.

O Asterix e 0 seu companheiro
Obelix estéo a explorar um pais
muito pequeno no qual apenas
existe uma estrada (em linha reta)
gue liga as trés cidades que pre-
tendem visitar: Amix, Berlix e
Celtix. Ao chegarem a cidade de
Amix avistam dois sinais com as
seguintes indicacbes: "Berlix 5
km" e "Cedltix 7 km". Caminham
mais alguns quilémetros e chegam
a Berlix, onde, com espanto,
Obelix encontra dois sinais com as
indicacles: "Amix 4 km" e "Celtix
6 km". Ao comentar com Asterix
o sucedido, este responde-lhe:
"N&o te preocupes! Sabe-se que
numa das cidades todos o0s sinais
tém indicagdes erradas, noutrato-
das as indicagfes sdo corretas e
na outra uma indicagdo € correta
e aoutra errada’. Por fim, ao che-
garem a Celtix avistam mais dois
sinais: "Amix 7 km" e "Berlix 3
km". Quais sdo asverdadeiras dis-
tancias entre as trés cidades?

Joaquim deve transportar alguns
sacos para um depdsito, recebendo
R$ 0,20 por quilo transportado. Os
sacos podem pesar 30,40 ou 50 kg,
e ele demora 8, 12 ou 20 minutos
paratransporté-|os, respectivamen-
te. Qual é a quantia maxima que o
Joaquim podera ganhar em exata
mente uma hora de trabalho?

Para fazer de cabeca: Se uma gar-
rafa e a suatampa custam R$110,00
e a garrafa custa R$100,00 a mais
que atampa, quanto custa a tampa?
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21.

22.

23.

24,

Trés atletas disputavam o melhor
tempo para uma corrida de 100
metros. Enquanto um corria, outro
cronometrava. No final, o crondéme-
tro de Marcelo registrava 10,7 se-
gundos, o de Roberto, 10,8 segun-
dos e o de Eduardo, 10,9 segundos.
Eduardo deu os parabéns ao ven-
cedor. Qual foi a classificagdo?

Redesenhar as figuras ao lado,
mexendo apenas um palito, para
tornar corretas as igualdades.

1=

== 1|

weoxeramilly
i

— |

Vové tem 17 netos entre meninos e
meninas. Dos meninos, 4/9 tém olhos
azuis. Quantas S0 as meninas?

Quando passeavam numa cidade,
trés estudantes de Matemética ob-
servaram gue o condutor de um au-
tomavel infringiu o codigo de es-
trada. Nenhum dos estudantes se
recordava do nimero de matricula
(que tinha quatro algarismos), mas
cada um deles notou uma particu-
laridade de tal nimero. Um deles
notou que os dois primeiros alga-
rismos eram iguais. O segundo re-
parou que também os dois Ultimos
eramiguais. E, por Gltimo, oterceiro




25.

26.

garantia que 0 nimero de matricu-
la era um quadrado perfeito.

E possivel determinar o nimero de
matricula do automével conhecen-
do-se apenas esses dados? Justifi-
que sua resposta.

Anténio e Bento, dois gémeos, se-
guiam o leito de uma ferrovia e co-
megaram a atravessar uma ponte
estreita na qual havia espago ape-
nas para o trem. No momento em
que completavam 2/5 do percurso
da ponte, ouviram o trem que se
aproximava por trés deles. Antonio
comegou a correr de encontro ao
trem, saindo da ponte praticamente
no instante em que o trem entrava.
Bento correu no sentido oposto a
Anténio, conseguindo sair daponte
praticamente no instante em que o
trem saia. Quando os irmaos se re-
encontraram, passado o sufoco, o
irmdo que gostava de Matemética
(o outro amava) observou:
Corremos a velocidade de 15 km
por hora, e portanto ja sei cal-
cular a velocidade do trem!
Calcule avelocidade do trem. Jus-
tifique sua respostal

Determine o nimero fantasma de
seis algarismos que esta escondi-
do naultimalinha. Nas outras li-
nhas ha também nimeros de seis
algarismos e ao lado de cada um
deles estd anotado quantos alga-
rismos h4 em comum com o nu-
mero fantasma: sdo B (bom) se
estdo colocados na mesma posi-
¢80 no nimero fantasma e R (re-

gular) se estdo no nimero fantas-
ma, mas em posicdo diferente.

B R
135246 2 0
579680 2 2
260481 2 2
6 0

27. Encontre o menor nimero ABCDEF,

formado pelos agarismos 1,2,3,4,
5e6, sem repeticao, tal que o nd-
mero AB sgadivisivel por B, 0
nimero BC sga divisivel por C,
CD sgadivisive por D, DE sga
divisivel por E, e EF sgadivisi-
vel por F.

28. Qual é adturado gigante, sabendo-

Se que a sua cabeca mede 30 cm
de comprimento, incluindo natural -
mente 0 pescogo. As pernas sdo
duas vezes mais compridas que a
cabega e seu meio tronco, e 0 sUjei-
to todo € um metro mais comprido
gue a cabeca e as pernas juntas.

29. Como o médico me recomendou

caminhadas, todo diade manhadou
uma volta (com velocidade cons-
tante) naquadraem queresido. Mi-
nha mulher aproveita para correr
(com velocidade constante) em vol -
ta do quarteirdo. Saimos juntos e
chegamos juntos. Ela percorre a
guadrano mesmo sentido que eu e
me ultrapassa duas vezes durante
0 percurso. Se ela corresse no
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sentido contrério a0 meu, quantas
vezes ela cruzaria comigo?

30. Um industrial produz uma ma-
guina que endereca 500 envelo-
pes em 8 minutos. Ele deseja

175

construir mais uma maquina de
tal forma que ambas, operando
juntas, enderecardo 500 envelo-
pes em 2 minutos. Determine o
tempo que a segunda méaquina
sozinha deve gastar para ende-
recar 500 envelopes.



[Respostas dos|
probleminhas

1. V4 para afilha, /4 para a neta; 13. 1976.
12 para o neto.
14. 19.
2. A azul;
B: vermelha; 15.n - 1 jogadores devem ser elimi-
C: branca. nados, logo sdo necessdrias n - 1
partidas.

3. Meu amigo; depois de 20 minutos.
16. 0,7335799552.
4. Pedro; ele percorre, correndo, mais

do que a metade da distancia. 17. 3.

5. 59 (chamando o nimero procurado 18. Amix-Berlix: 5 km
den,n+ 1 seradivisivel por 2,3,4, Berlix-Cdltix: 2 km
5e6).

19. R$ 44,00.

6. 4 mocgas e 3 homens.
20. R$ 5,00.
7. Alturado tridngulo de base 30: 20;
altura do tridngulo de base 40: 15. 21. 1° Roberto,

As éreas sdo iguais. 2° Eduardo,
3° Marcelo.
8. 8
2. 01=1=1s 1=l=-N e Nh-1=I
9. 13:48h.

23. 8.
10.0 menino A fica namargem opos-

taa margem na qual estdo os sol- 24. Sim. 67 744.
dados e 0 menino B leva o barco ’

até os soldados. O primeiro solda- 25 75 km/h.

do atravessao rio eo menino A traz

0 barco de volta. Os dois meninos 26. 170 289
atravessam o rio, o0 menino A fica, ' ’

€ 0 menino B levanovamente o bar-

co até os soldados. O segundo sol- 27. 361 524

dado atravessao rio e ... 28. 2.0 m.
111 29. 4.
12.70. 30. 83 min.
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